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Kokkuvote

MasinGppes kasutatakse palju induktiivset jareldamist (ik inductive infe-
rence), kus jareldus (ehk mudel) tehakse ebapiisava andmehulga alusel ning
kehtib seega ainult mingi teadmata ,,tdendosusega”. Lihima Kirjelduse print-
siip (MDL) on ks v@imalus hinnata, milline mudel mingist vaadeldavate
mudelite hulgast on parim lahtuvalt olemasolevatest andmetest. Kéesoleva
artikli eesmérk on anda llevaade MDL-i kahest versioonist — kaheosali-
sest MDL-ist ja stohhastilisel keerukusel baseeruvast MDL-ist. Uurimusli-
ku osana vaadeldakse bitistringide perioodilisi mudeleid ning rakendatakse
MDL-printsiipi parima perioodilise mudeli valimiseks.

1. Sissejuhatus

Andmetest teadmiste kogumine hdlmab kaht olulist protsessi — deduktiivset
ja induktiivset jareldamist. Deduktiivne jareldamine on loogikareeglite rakenda-
mine ning seelabi ei teki midagi semantiliselt uut, mida ei oleks algandmetes?. In-
duktiivne jareldus tehakse puuduliku informatsiooni alusel ning tulemus on tene
vaid tdendoliselt, kusjuures see tdendosus on meile teadmata. Naiteks kui mingi
funktsiooni f : N — N korral f(z) = z iga tuhandest vdiksema z korral, siis

!Deduktiivse ja induktiivse jareldamise definitsioonid on toodud jargmistel veebilehtedel:
http://www.psych.ualberta.ca/~mike/Pearl_Street/Dictionary/contents/D/deductive_inference.html
http://www.psych.ualberta.ca/~mike/Pearl_Street/Dictionary/contents/l/inductive_inference.html.
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~toendoliselt” f(1000) = 1000. Samas ei saa me vélistada, et f(1000) = 1001,
kui funktsioon f juhtub olema defineeritud néiteks vordusega f(z) = = + | 155 |-
Kumb hiipotees on parem — kas f(1000) = 1000 v&i f(1000) = 1001? Occam’i
habemenoa printsiibi (ik Occam’s razor) jargi tuleks juhul, kui hiipoteeside tree-
ningandmetega kokkusobivus on sama, eelistada kdige lihtsamat hipoteesi (vt.
nditeks (Domingos 1998)). Antud juhul on ilmselt lihtsaim hiipotees f(z) = z,
ehk siis f(1000) = 1000. Occam’i habemenoa printsiibi rakendamisele sellisel
kujul on olnud ka vastuvéiteid (Domingos 1998), kuid sellest hoolimata rakenda-
takse seda praktikas laialdaselt. Occam’i habemenoa printsiipi kasutab ka ltihima
kirjelduse printsiip (ik Minimum Description Length principle, MDL).

Andmekaevanduses tuleb samuti teha induktiivseid jareldusi — nditeks kui
ulesandeks on koostada mudel, mis kirjeldab vdimalikult hésti olemasolevaid and-
meid, kusjuures meil ei ole teada andmete tekkimise mehhanism (6ige mudel).
Edaspidises eeldame, et meil on juba olemas mingi hulk mudeleid, mille seast tu-
leb kbige parem valja valida. Mudeli valimisel vbivad kergesti tekkida kas alasobi-
tamine (ik underfitting) voi Glesobitamine (ik overfitting). Alasobitamise puhul ei
kirjelda mudel andmeid piisavalt hasti, Ulesobitamine tdhendab aga seda, et mudel
kirjeldab kull vaga héasti antud andmeid, kuid on vaga keeruline (naiteks keeruli-
sem kui andmed ise). Enamasti on otsitav mudel kompromiss lihtsuse ja kirjeldus-
tapsuse vahel. Tihti juhtub, et andmete kohta teadaoleva valdkonna-spetsiifilise
informatsiooni alusel ei saa I8plikult otsustada, milline mudel on parim. Uks vdi-
malus on sellisel juhul kasutada informatsiooniteoreetilist lahenemist, mille jargi
tuleks valida mudel, mis annab andmetele ltihima kirjelduse (Hansen & Yu 2001).
Sellel peatumegi edaspidises, tuues selleks kdigepealt sisse andmekogumi Kolmo-
gorovi keerukuse mdiste. Nimelt on andmete pakkimine Kolmogorovi keerukuse
mottes peaaegu alati parim meetod (Griinwald 1998). Kuna aga Kolmogorovi kee-
rukuse leidmine osutub mittelahenduvaks tlesandeks, siis siirdume the praktikas
rakendatava meetodi, lihima kirjelduse printsiibi (edaspidi MDL) juurde. Esmalt
tutvume Uhe néite varal MDL-i lihtsama, kaheosalise versiooniga, mille jargi on
parim mudel see, mis minimiseerib mudeli Kirjeldamiseks ja mudeli alusel and-
mete kirjeldamiseks kuluva bittide arvu summa. Seejarel defineerime tdendosusli-
ku mudeli mdiste ning kirjeldame selle seost koodidega. Tdendosuslikud mudelid
vOimaldavad meil leida mudelile vastav kood andmete kodeerimiseks. Viimasena
vaatleme Uheosalist versiooni MDL-printsiibist, defineerides enne selleks andme-
te stohhastilise keerukuse mudeliklassi suhtes.
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2. Kolmogorovi keerukus

Meie eesmérgiks edaspidises on leida mudel, mis annab andmetele lihima
kirjelduse, seega peame tegelema andmete pakkimisega. Intuitiivne pdhjendus
seisneb selles, et iga korrapara andmetes annab &ra kasutada pakkimiseks ning
vastupidi, kui meil 6nnestub andmeid hésti pakkida, siis jarelikult oleme aru saa-
nud andmete sisemisest loogikast. Kuna kbik andmed on pdhimdtteliselt esita-
tavad bitistringidena, siis peaksime késitlema bitistringi Kolmogorovi keerukust,
mis annab pakkimisel peaaegu alati parima tulemuse (Grinwald 1998). Bitistrin-
gi Kolmogorovi keerukuse leidmiseks tuleb vaadelda kdiki Turingi masinaid, mis
valjastavad selle bitistringi ning I6petavad oma t66 16pliku aja jooksul — Kol-
mogorovi keerukus on lihima sellise Turingi masina programmi pikkus. Turingi
masinat, mis Kolmogorovi keerukuse realiseerib, vaiks siis pidada parimaks mu-
deliks antud bitistringile. Siinkohal kasutame Occam’i habemenoa printsiipi, mil-
le jargi sama tdpsusega mudelite seas tuleks eelistada lihtsaimat (antud juhul on
kdik vorreldavad mudelid tdpsed). Naiteks kdik kolm jargnevat programmi véljas-
tavad Uhe ja sama jarjendi.

e print "00000000000000000000000000000000000000000000000001""

e for i =1 to 49 do print "0"
print 1"

e for i=1 to 50 do
if 2+ 1042 = 10007 + 100000 then
print 1"
else
print 0"

Kuna teine programm on k&ige lihem, siis vdiks seda pidada nendest kolmest
mudelist parimaks (vaadeldava jarjendi jaoks) — teine programm toob kdige pa-
remini valja korrapéra. Oluline on mérkida, et programmi pikkus séltub kasuta-
tavast keelest ning jarelikult s6ltub sellest ka Kolmogorovi keerukus. Teisest Kiil-
jest on vdimalik tGestada, et erinevate (universaalsete) keelte Kolmogorovi kee-
rukused erinevad teineteisest ainult Glimalt konstandi vorra. Selleks konstandiks
sobib thes keeles kirjutatud teise keele kompilaatori pikkus. Suurimat mdju aval-
dab keele valik seega just lihemate ja lihtsamate bitistringide korral. Paraku ei
ole Kolmogorovi keerukuse leidmine lahenduv Ulesanne, rdédkimata siis vastava
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parima Turingi masina leidmisest. Kull aga on sarnast ideed vdimalik praktikas
rakendada, selle juurde jargnevalt siirdumegi.

3. MDL-printsiibi kaheosaline versioon

Kolmogorovi keerukus annaks andmetele kiill haid mudeleid, kuid selle leid-
mise mittelahenduvuse t6ttu pole Kolmogorovi keerukust vBimalik praktikas ra-
kendada. Jorma Rissanen pakkus aastal 1978 vélja luhima kirjelduse printsiibi
(ik Minimum Description Length principle, MDL), mis on sarnane Kolmogoro-
vi keerukusega, kuid on praktikas hasti rakendatav (Rissanen 1978). MDL-ist on
mitmeid versioone, kdige lihtsam ja intuitiivsem nendest on kaheosaline versioon.
MDL-i kaheosalise versiooni jargi on kdige parem mudel see, mis minimiseerib
mudeli kirjeldamiseks ja mudeli alusel andmete kirjeldamiseks kuluva bittide ar-
vu summat. Kirjeldamine tdhendab sisuliselt kodeerimist ning seda mdistet kohe
kéasitlemegi.

3.1. Kodeerimine

Arvu 1000000 vdib kirjeldada ehk kodeerida mitmeti — naiteks matemaa-
tilises keeles stringina ,,1076” vdi eesti keeles stringina ,,Miljon.”. Viimane
on hea selle poolest, et kirjelduse 16pp on selgelt margistatud punktiga. Selli-
seid kirjeldusi on v@imalik ilma segadust tekitamata Uksteise jarele kirjutada, ndi-
teks ,Miljon.Miljon.”. Samal ajal ei saa kirjutada ,,20000001000000”
vdi ,,10761076” ilma, et tdhendus muutuks. Kirjelduste I6petatust nGuame kogu
kéesoleva t60 jooksul, selle garanteerib jargnev definitsioon.

Definitsioon 1 Uksuihest kujutust C : A — B* nimetatakse prefikskoodiks
hulgal A koodsdnade hulgaga B*, kui kski koods6na ei ole Gihegi teise koodsona
prefiksiks ehk alguseks.

See tdhendab, et suvalise a € A korral pole koods6nast C'(a) vBimalik 18pust hul-
ga B elementide &ra jatmisel saada mingit muud koods6na C'(a’), kus o’ € A.
Koods6na on ldpetatud kirjeldus, sest ukskdik, mis sellele ka ei jargneks, me ei
saa mingit muud koods@na. Méargime veel, et kdesolevas to6s vaatleme ainult juh-
tu, kus koodsdnad on bitistringid ehk siis B = {0, 1}. Prefikskoodi nimetame
edasises ka lihtsalt koodiks.
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Naide 1 Olgu A = {a, as, ag}. Kui defineerida

C(a) =0, Cf(ap) =10, C(as)=11 ja C(ay) =101;
C’(CLl) =0, CI(GQ) =10, Cl(ag) =110 ja C"(a4) =111,

siis C pole kood, sest C'(a4) on C(ay) prefiksiks. Kull aga sobib prefikskoodiks
kujutus C".

Viimaks toome veel sisse koodipikkusfunktsiooni mdiste, mis hakkab hiljem
olulist rolli méngima.

Definitsioon 2 Elemendi a € A kodeerimiseks kuluvate hulga B elementide
arvu tahistame L(a). Vajadusel tapsustame ja margime ara kodeerimisel kasuta-
tava koodi C, kirjutades L (a). Funktsiooni L : A — N nimetame koodipikkus-
funktsiooniks.

3.2. Kaheosaline MDL

Tahistagu D andmeid, mida vaatleme 18pliku jérjendina mingi hulga E ele-
mentidest, D € E*. Hulka E* nimetame edaspidi andmeruumiks. Néiteks voib
(kuid ei pruugi) olla E = {0,1}. Jargnevas eeldame lihtsuse mdttes, et £ on
I6plik. PBhimaotteliselt ja&b kogu edaspidine teooria kehtima ka juhul, kui E on
loenduv véi E C R*. Ainult et esimesel juhul muutuvad 16plikud summad ridade
summadeks ning teisel juhul integraalideks. Samuti eeldame, et andmete pikkus
n on fikseeritud ja andmeruum on seega E™. Ka see eeldus pole h&davajalik, kuid
lihtsustab kasitlust. Uldise juhu kohta vt. naiteks (Griinwald 1998).

Vaadeldavate mudelite hulka tahistame M — nende hulgast tuleb meil vélja
valida parim mudel. Nagu enne juba mainitud, on MDL-i kaheosalise versiooni
jargi kbige parem mudel see, mis minimiseerib mudeli kirjeldamiseks ja mudeli
alusel andmete kirjeldamiseks kuluva bittide arvu summat.

MDL ei mééra ara, milliseid koode kirjeldamisel kasutatakse. Selles mdttes
ei ole MDL universaalne. Kill aga on olemas meetodid, kuidas saada suhteliselt
loomulikke koode, Uhte késitleme ka siin edaspidi. Téhistame niiud &ra MDL-i
jaoks olulised koodid:

e C': M — B*— kood, millega kodeeritakse mudeleid,;

e Cy: E™ — B*,iga M € M jaoks — kood, millega kodeeritakse mudeli
M alusel andmeid.
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MDL-i mbottes parim on mudel M, yp., mille korral MDL-hinnang Lo (M) +
L¢,, (D) on minimaalne, ehk teisisénu:

M27MDL = argmin(LC(M) + I—CM (D)) .
MeM
N(id vaatleme tht naidet MDL-printsiibi kaheosalise versiooni rakendamise
kohta. Siinkohal algav ndide kordub labi k&esoleva artikli ning on autori poolt
tehtud uurimuslik osa.

Naide 2 Olgu ulesandeks ilma modelleerimine the kuu jooksul, arvutuste
lihtsustamiseks votame paevade arvuks n = 32. Oletame, et meil on tehtud the
kuu jooksul ilmavaatlusi ning iga paeva kohta on fikseeritud, kas oli selge voi
vihmane (vastavalt 0 vdi 1). Olgu vaatluste tulemuseks bitistring

D =01010100010100010100010101010100.

Andmemudelite hulgana M vaatleme kdigi kuni 32-bitiste stringide hulka, kus-
juures mudel M € M véidab bitistringi M perioodilist kordumist andmetes D.
Néiteks mudel M = 101 véidab, et andmeteks on

101]101/101/101/101]101]101|101101|10110.

MDL nduab mudeli kirjeldamist (mis on antud juhul triviaalne — tuleb vaid esi-
tada bitistring M) ning mudeli abil andmete kirjeldamist. Viimase puhul tuleb
ules lugeda erandid — kohad, kus mudel ei kehti. VVaadeldavate andmete puhul
paistab suhteliselt hasti sobivaks mudeliks olema M = 01. Mudeli ning andmete
kirjeldused oleks siis jargmised.

mudel: | andmetes kordub alamstring 01
andmed: | eranditeks on 8., 14., 20. ja 32. bitt

D = 01]01|01|0001|01|00/01|01|00|01|01]01/01|01/00

Selleks, et leida MDL-i méttes parim mudel, peame kBigepealt fikseerima ka-
sutatavad koodid. Mudel on juba bitistringina esitatud ning seega v@iks koodina
C' kasutada samasusteisendust C'(M) = M. Paraku pole tegemist koodiga, sest
Uks mudel voib olla teise prefiksiks. Et saada koodi, voime mudeli ette Kirjutada
tema pikkuse. Kuna pikkus voib olla 1 kuni 32, siis saab seda kodeerida viie bitiga
(sest 2° = 32). On lihtne veenduda, et niitid oleme saanud koodi. Naiteks mudeli
M = 01 korral kulub kodeerimiseks Lo (M) = 5 + 2 = 7 bitti.
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Iga erand on arv vahemikust 1 kuni 32 ning seega saab seda kodeerida viie
bitiga. Kood C; voiks kodeerida erandid mudeli M kehtivuses néiteks jargmiselt.

0 <erand> 0 <erand> 0 ... 0 <erand> 0 <erand> 1

Eraldavad bitid on vajalikud selleks, et oleks aru saada, millal Kirjeldus 16peb.
Kokku kulub siis bitte iga erandi kohta 6 pluss veel tks bitt kdige 16pus. Nditeks
mudeli M = 01 korral kulub andmete D kodeerimiseks L¢,, (D) =4-6+1 =25
bitti.

Kokkuvottes kulub siis mudeli 01 korral mudeli ja andmete kodeerimiseks
7+ 25 = 32 bitti. Nagu naha, kulus p&hiline hulk bitte mitte mudeli, vaid erandite
kodeerimiseks, seetdttu vOiks proovida leida mudelit, millel on vahem erandeid.
Jargmisel mudelil pole tldse erandeid.

mudel: | andmetes kordub alamstring 010101000101000101000101
erandid: | puuduvad

D =010101000101000101000101]01010100

Selle mudeli korral kulub mudeli ja andmete kodeerimiseks kokku Lo (M) +
Loy, (D) = (54 24) + (0- 6 + 1) = 30 bitti, jarelikult on MDL-printsiibi jar-
gi see mudel parem kui eelmine. MDL-i jargi parim mudel peaks olema selline,
milles on saavutatud véike erandite arv suhteliselt lihikese mudeliga. Antud naite
puhul osutub parimaks jargmine mudel.

mudel: | andmetes kordub alamstring 000101
andmed: | eranditeks on 2. ja 26. bitt

D =010101|000101|000101|000101|000101|010101|00

Siin kulub mudeli ja erandite peale kokku vaid Lo(M) + L¢,, (D) = (5 + 6) +
(2-6+ 1) = 24 bitti. Sama tulemuse annab ka mudel M/ = 010101000101, mille
pikkus on 12 ning millel on tks erand.

Eelneva pdhjal vdib esitada MDL-i p6hieesmargi jargmiselt.
‘ MDL-i eesmérk on leida mdistlik tasakaal reegli ja erandite vahel.

Nidd me oleme é&ra kirjeldanud MDL-i kaheosalise versiooni p8hiidee ning
jdanud on vaid radkida sellest, kuidas valida koode C' ja Cy, nii, et tulemus oleks
vBimalikult ,,hea”. Koodi C' valimisel me kdesolevas artiklis ei peatu, selle kohta
vOib lugeda allikatest (Grinwald 1998) ja (Hansen & Yu 2001). Jargnevas punk-
tis hakkame kirjeldama tihte vdimalust koodide C,, valimiseks. Kindlasti ei ole
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see ainus vdimalus, kuid piisavalt loomulik siiski. Me alustame mudelist M ning
jéuame 16ppkokkuvdttes vélja koodini C,. Ette rutates voib 6elda, et tegelikult
me valdime koodi C), reaalset konstrueerimist, meile piisab vaid selle koodipik-
kusfunktsiooni L¢,, teadmisest. Eesmark on meil ju sellise mudeli M € M vali-
mine, mille korral Lo(M) + L¢,, (D) on minimaalne.

Kdigepealt leiame vaga loomulikul viisil tdendosuslikule mudelile vastava
koodi pikkuse ning seejarel vaatleme uldist, suvalise mudeli juhtu.

4. Toenaosuslikud mudelid

Paljud huvitavad mudelite hulgad M on tdendosuslikud, s.t. et iga mudel
M € M esitab tdendosusjaotust tle andmeruumi E™. Teisisonu, mudel M an-
nab kdigile voimalikele andmetele D = (z4,...,z,) mingi tdendosuse, millega
tekivad selle mudeli jargi just need andmed. Mida suurema téendosuse andmed
mudeliga saavad, seda paremini sobivad need andmed mudeliga kokku.

Definitsioon 3 Funktsiooni P : E™ — [0, 1] nimetatakse tdendosuslikuks mu-
deliks tle E™, kui
Z P(z1,...,2,) = 1.
(z15eesTn)EE™

Naide 3 Vaatleme ilma modelleerimist Uihe nadala jooksul (n = 7). Oletame,
et vaatlustel oleme teinud sellised ligikaudsed tdhelepanekud:

e esmaspéeval voib ilm olla selge vdi vihmane vordselt tdendosusega %;

e kui ilm on selge, siis jargmisel péeval on ilm selge vdi vihmane vastavalt
tdendosustegap ja 1 — p;

e kui ilm on vihmane, siis jargmisel paeval on ilm selge voi vihmane vastavalt
tdendosustega 1 — ¢ ja q.

Selliste tahelepanekute jargi saame ilma kohta téenégosusliku mudeli P, ;. Kui néi-
teks p = 0.8 ja g = 0.6, siis

P,.,(0000000) = 0.5-0.8°~0.13 ja
P,,(1010101) = 0.5-(0.4-0.2)* ~ 0.00026.

Esimene neist on tdendosus, et terve nadal on ilus ilm, ning teine tdendosus, et
vaheldumisi sajab ja on selge.
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4.1. Toenadosuslikud mudelid ja tapsed koodipikkusfunkt-
sioonid

Intuitiivselt on selge, et kodeerimisel ei saa kdik koodsdnad tulla kuitahes lihi-
kesed, on olemas mingi alumine piir. Naiteks ei saa olla koodi C' : {a1, as, a3} —
B*, nii et

Lc(a,l) =1, Lc(az) =1 ja Lc(a,3) = 2.
PBhjus on selles, et siis oleks paratamatult kas C'(a;) v8i C(az) prefiksiks koodso-

nale C'(a3). Tapse alumise piiri seab Krafti vorratus, tdestust vt. (Griinwald 1998).
Siin ja edaspidi kasutame tahistust x = (z1, ..., z,).

Teoreem 1 (Krafti vrratus) Kui C on kood hulgal E™, siis

Z 9-Lo(x) < 1.

xeEm

Krafti vOrratus Utleb sisuliselt, et lihikese koodipikkuse saab omistada ainult
vahestele hulga E™ elementidele.

Lihima kirjelduspikkuse printsiibi jargi peaksime me kodeerima andmed voi-
malikult lthikeselt. Seega huvitavad meid sellised koodid, mis saavutavad Krafti
vorratuse poolt madratud piiri.

Definitsioon 4 Koodipikkusfunktsiooni L : E™ — N nimetame tapseks, kui
Krafti vorratuses kehtib vordus. Koodi nimetame tapseks, kui tema koodipikkus-
funktsioon on tapne.

Lihtne on kontrollida, et naites 2 kasutatud kood C' on tdpne. Koodid C; ei
ole tapsed ning neid vdiks proovida lihemaks teha.

Suvalisele tapsele koodile C' vastab loomulikul viisil tdendosuslik mudel, vor-
dusega P(x) = 2--¢®), Tulemus on tepoolest tdendosuslik mudel, sest koodi
tapsuse tottu Krafti vorratuses kehtivast vordusest saame, et kdikide E™ elementi-
de tbendosuste summaon 1.

N(dd proovime suvalisest tdendosuslikust mudelist P saada tapset koodi. Osu-
tub, et kui defineerida koodipikkusfunktsioon L vordusega L(x) = —logP(x)
ning kui L(x) on tdisarv iga x € E™ korral, siis saame tdepoolest tdpse koodi.
Siin ja edaspidi tahistab log kahendlogaritmi.

Teoreem 2 Kui mingi funktsiooni L : E™ — N korral kehtib Krafti vorratuses
vordus, siis leidub tapne kood sellise koodipikkusfunktsiooniga.
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Teoreemis mainitud tapset koodi saab leida naiteks Huffmani pakkimise algo-
ritmiga (vt. nditeks (Kiho 2003)). Kui L(x) ei ole aga taisarv, siis on v8imalik tdes-
tada, et leidub kood pikkusega [—log P(x)], seda koodi nimetatakse Shannon-
Fano koodiks (tdestust vt (Griinwald 1998)). Peaaegu sama lihikese koodipik-
kusfunktsiooniga kood saadakse ka Huffmani pakkimisel. Kuigi selle mittetdisar-
vulisuse probleemi tottu ei pruugi leiduda koodi pikkusega L(x) = —logP(x),
vaatleme me sellist funktsiooni L(x) ikkagi koodipikkusfunktsioonina, sest meie
eesmaérk on ju tegelikult leida lihima koodi pikkus, mitte kood ise.

Kokkuvdttes saime Ukslihese vastavuse tdendosuslike mudelite ja tapsete koo-
dipikkusfunktsioonide vahel. Selle vastavuse realiseerivad jargmised, omavahel
samavaéarsed seosed:

L(x) = —logP(x) <= P(x)=2""®, (1)
Naide 4 Vaatleme taas ilma modelleerimist tdendosuslike mudelitega P, , (vt.
ndide 3). Lisaks teeme kitsendava eelduse p,q € {0, &, =, .., 1, 1}. Andmed

olgu meil samad, mis naites 2,
D =01010100010100010100010101010100.

Uritame niiiid MDL-printsiibi kaheosalise versiooniga leida vaadeldavate mudeli-
te seas sellist, mis vastaks kdige paremini andmetele D. Selleks peame kdigepealt
fikseerima mudelite ja andmete kodeerimiseks kasutatavad koodid.

Mudeleid saame kodeerida 8 bitiga — nii p kui ¢ kodeerimiseks kulub 4 bitti,
sest neil on 16 vdimalikku véartust. Teisisonu, Lo (P,,,) = 8 kBigi mudelite P, ,
korral.

Teiseks on meil vaja mudeli P, , abil kodeerida andmed D. Siinkohal kasuta-
me é&ra selle, et tdendosuslikule mudelile P, , vastab tapne koodipikkusfunktsioon
Lc, , seosega (1). Koodi ennast pole meil vaja, sest oluline on vaid koodi pikkus.

MDL-printsiibi jargi on nuud vaja leida mudel P,, ,, mis annab véikseima sum-
ma L¢(Pyq) + L, , (D). Et esimene liidetav on konstantselt vordne arvuga 8, siis
keskendume teise liidetava minimiseerimisele. Valemist (1) saame, et L, (D) =
—log P, 4(D), jarelikult on meil vaja leida P, ,(D). Selleks paneme téhele, et and-
metes D jargneb selgele ilmale selge ja vihmane ilm vastavalt 7 ja 12 korral ning
vihmasele ilmale jargneb kdigil 12 korral selge ilm. Kuna esimene péev on selge

téendosusega 1, siis kokku saame, et P, (D) = -p" - (1 = p)"? - (1 — ¢)*%
Jarelikult
1
L, (D) = —logg —logp’ —log(l —p)™* — log(l — ¢)** =

= 1—7-logp—12-log(l —p) — 12 -log(1 — q).
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On lihtne kontrollida, et lubatud p ja ¢ vaartuste seas annavad minimaalse tulemu-
sep= 16—5 g = 0. Mudeli ja andmete kodeerimiseks kulub siis bitte kokku

6
8 + (1 -7 logﬁ —12-log(1l — 1%) —12-log(1 — O)) ~ 28.097.

5. Mudelist M koodini Cy,

Eelmises punktis naitasime tdendosusliku mudeli P jaoks &ra koodi Cp, mida
kasutada andmete kodeerimiseks kasutades seda mudelit. Ké&esoleva punkti ees-
mark on leida kood C'; suvalise (mittetdendosusliku) mudeli M jaoks. Selleks
muudame mittetdendosusliku mudeli tdendosuslikuks ning seejérel leiame sellele
vastava koodi. Meetod on kohandatud allikast (Griinwald 1998).

Mudeli tdenédosuslikuks muutmine on vdimalik mitmeti ning seejuures peame
tegema lisaeeldusi. Kbigepealt eeldame, et meil on lisaks mudelite hulgale M ja
andmeruumile E™ madratud reaalarvuliste véartustega veafunktsioon ER(A/, D),
mis néitab iga mudeli M € M ja iga andmekogumi D € E™ korral, kui palju
mudel M eksib andmetel D. Selge ja vihmase ilma perioodiliste mudelite ndites 2
vOiks veafunktsiooni vadrtuseks ER(M, D) olla erandite arv ehk siis nende paeva-
de arv, kus mudel M ei klapi andmetega D. On mdistlik eeldada, et veafunktsiooni
annab ette kasutaja, sest see annab mudelile tdéhenduse — siiani on mudel olnud
lihtsalt ks element hulgas M.

Teine eeldus puudutab vigade tekkimise tdendosusi andmetes. Nimelt eelda-
me, et leiduvad konstandid a1, ap € (0, 1], mille korral

Pr[D|M] = oy - a5"™P) vD € E". )

Hiljem veendume, et ndites 2 kirjeldatud mudeliklassi M korral on see eeldus
tOepérane.
Vorduse (2) abil olemegi saanud algsest mittetGendosuslikust mudelist M tGe-

naosusliku mudeli P, kusjuures P(D) = o -a5 ") Kasutades eelmises punktis

kirjeldatud seost (1) tdendosuslike mudelite ja koodide vahel saame, et
L, = —logP(D) = (—logay) + (—log o) - ER(M, D).
Selle saadud koodi valimegi mudelile M vastavaks koodiks C'p;. Seega
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kus K = —loga; ja f = — log ay. Et saadud kood on tépne, siis
1= Z 9-Loy (D) — Z 9-BER(M,D)-K _ 9-K Z Qfﬂ-ER(M,D)7

DeE™ DeE™ DeEn

millest omakorda
K =log Z 9 FERIMD) (4)

DeE™

Kokkuvdttes piisab mudelile M vastava koodi C, saamiseks veafunktsioonist ER
ning vaartusest 5. Seejuures 5 > 0, sest 5 = —logaw ja anp € (0, 1]. Parameetri
[ véartuse valimine on palju vaidlusi tekitanud probleem (Grinwald 1998). Mo-
nikord valitakse lihtsalt 5 = 1. Teisest kiljest v3ib ka l&htuda hoopis parameetrist
K, sest vordusest (4) tingituna vastab igale K vaartusele kas null vdi ks vaar-
tust 4. Valemist (3) on nédha, et K tahistab nende bittide arvu, mis kulutatakse
andmete Kkirjeldamiseks ilma vigu arvestamata. Suhteliselt loomulik on valida K
vadrtuseks minimaalne mittenegatiivne taisarv, mille korral leidub vdrdust (4) ra-
huldav vaartus 5. Enne néite juurde asumist toome veel (ihe definitsiooni.

Definitsioon 5 Mudeliklassi M nimetatakse heaks, kui vordust (4) rahulda-
vate paaride (K, #) hulk on sama kdikide mudelite M € M korral.

Naide 5 Pdordume tagasi néite 2 juurde ning arvutame uuesti mudelite M; =
01, My = 000101 ja M3 = 010101000101000101000101 MDL-hinnangud. See-
juures jatame koodi C' samaks, kuid kood C', olgu saadud kirjeldatud meetodi
abil mudelist M. Antud ndite puhul saame vordusest (4), et K = n - log(1 + 2—})
(tbestust vt Ik 65) ning see ei soltu vaadeldavast mudelist (jarelikult oleme vali-
nud hea mudelite klassi. Vahim mittenegatiivne K vééartus, mille korral on see
vorrand 3 suhtes lahenduv, on K = 1. Siis 1 = 32 - log(1 + 55), millest 8 ~
5.513. Kasutades ntiid valemit (3) saame, et kolme vaadeldava mudeli puhul on
Loy, (D) & 5.513 -4+ 1 = 23.052, L¢,, (D) ~ 5.513- 2+ 1 = 12.026 ning
Ley, (D) &~ 5.513-0+1 = 1.000. Mudelite M, M, ja M3 MDL-hinnangud tule-
vad siis vastavalt ligikaudu 30.052, 23.026 ja 30.000. Tulemused on véga sarnased
naitega 2, kuid koodipikkused on pisut lihemad. PGhjuseks on see, et naites 2 ei
olnud C}, tdpne kood ning seet6ttu oli vdimalik lihendamine.

6. Stohhastiline keerukus

Meenutame, et MDL-i p6hieesmérgiks on andmete luhike kodeerimine. Kahe-
osalise MDL-i puhul kodeeriti eraldi mudel ning mudeli abil andmed. Jarelikult on
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uhtesid ja samu andmeid véimalik kodeerida erinevalt (erinevate mudelitega). Pal-
ju parema tulemuse saaks pakkimisel siis, kui kasutada thte ainsat koodi, kus pole
sellist liiasust. Uheks vBimaluseks on kasutada stohhastilise keerukuse koodipik-
kusfunktsiooni Lsc : E™ — R. See funktsioon defineeritakse lahtuvalt mudelite
hulgast M, seega vBime vaita jargmist.

Stohhastiline keerukus on andmete keerukus mudelite hulga suhtes.

Kdigepealt leiame igale mudelile M € M vastava koodi C},. Kuna eesmark on
kodeerida kdik andmed vdimalikult vaheste bittidega, siis v8iks andmed D kodee-
rida sellele mudelile M vastava koodiga C,, mille puhul L, (D) on minimaalne.
See vastab suurima téepara meetodile (ik Maximum Likelihood) — valitakse mu-
del M, mille puhul andmete D téendosus P(D|M) on suurim. Mudelit, mis and-
mete D jaoks minimiseerib vaartuse L¢,, (D), tahistatakse J\//T(D). Niisiis kuluks
andmete D kodeerimiseks

Lo (D) = min L, (D) ©)
bitti. Kuid MDL-i puhul on oluline see, et kdik andmeruumi kuuluvad andmed
peavad saama kodeeritud ihe ja sama koodiga, mitte andmetele kBige paremini
sobivale mudelile vastava koodiga. Seega vdib kuluda tegelikult ronkem bitte kui
LCﬁ(D) (D). Nuud lisame koodipikkusele konstandi juurde, seda vG3ib ette kujutada
kui taiendavaid bitte, mis on vajalikud koodide Uhtlustamiseks. Sellise meetodi
kasutamise pdhjendust vt. (Griinwald 1998).

Definitsioon 6 Andmete D stohhastiliseks keerukuseks mudeliklassi M suh-
tes nimetatakse vaartust

Lsc(D) = Leg,,, (D) + K, (6)
kus
K =log ¥ 2 mo . (7)
DeE™

Vordus (7) tuleb meie soovist, et Lsc oleks tapne koodipikkusfunktsioon. Tdéepoo-
lest, sellisel juhul

1= Z 9—Lsc(D) — Z oLz (DK _ o-K' | Z 2—LM\(D)(D),

DeE™ DeE™ DecE™
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millest saamegi vorduse (7). Funktsioonile Lsc vastavat koodi kasutamegi andme-
te kodeerimiseks. Koodi pikkus avaldub tdnu Lsc definitsioonile (6) ning valemi-
tele (3) ja (5) kujul

Lsc(D) = min (8-ER(M, D) + K) + K’

Juhul, kui mudeliklass M on hea, s.t. samad 5 ja K sobivad kdikide mudelite
korral, siis saame valemiks

Lsc(D) = 8- min ER(M, D) + K + K. ®)

MeM

Tdendosuslike mudelite korral saame (1), (5) ja (6) tottu

. ! !
Lsc(D) = min (—logP(D))+ K' = — loggé%( P(D)+ K" 9)

Naide 6 Siirdume jallegi nditega 2 alguse saanud uurimuse juurde. Vaatleme
seekord bitistringe pikkusega n = 4. Tahistagu M,,, nende perioodiliste mudelite
hulka, mille pikkus on m bitti. Leiame stohhastilised keerukused kbikv@imalikele
andmetele mudeliklassi My = {00,01, 10,11} Kkorral. Selleks tuleb kdigepealt
vélja arvutada véartused ER(M, D) iga D € E™ jaiga M € M, korral (vt. tabel
1). Seejarel peab leidma iga D jaoks vaartuse ER(]/V[\(D), D), mis on andmetel D
tehtav viga selle mudeli JT/[\(D) € M, Kkorral, millele andmed D k&ige paremini
vastavad (vt. tabeli 1 viimase veeru esimene liidetav). Valime nditeks § = 1,
siis jaéb veel arvutada K ja K’ vastavalt valemitest (4) ja (7). Seejuures vdib ka
kasutada spetsiaalselt mudeliklasside M., jaoks Ik. 65 toodud valemeid (10) ja
(12).

7. MDL-printsiibi Uheosaline versioon

MDL-printsiibi kaheosaline versioon oli mdeldud selleks, et valida mingis mu-
deliklassis véalja parim mudel. MDL-printsiibi Uheosalist versiooni rakendatakse
hoopiski selleks, et otsustada, millist mudeliklassi on parem mingite andmete pu-
hul kasutada. Naiteks v@ib niiviisi uurida, kas mingite andmete jaoks on paremaks
mudeliks kolmanda astme poliinoomid vdi viie peidetud neuroniga tagasisidesta-
tud neurov@rgud.

MDL-printsiibi Giheosalise versiooni jargi tuleb andmete kirjeldamiseks valida
see mudeliklass, mille suhtes andmete stohhastiline keerukus on vaikseim.
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Tabel 1: Neljabitiste bitistringide stohhastiliste keerukuste leidmine mudeliklassi
M, suhtes 8 = 1 korral, stohhastiline keerukus on viimases veerus.

D ER(D[00) | ER(D[01) | ER(D|10) | ER(DI|11) Mne%az ER(D|M) + K + K'
0000 0 2 2 4 0+ 2344083 =3.17
0001 1 1 3 3 14234+ 0.83=4.17
0010 1 3 1 3 14+2.34+0.83=4.17
0011 2 2 2 2 2+ 2344083 =5.17
0100 1 1 3 3 1+2.34+0.83=4.17
0101 2 0 4 2 0+ 2344+ 0.83 =3.17
0110 2 2 2 2 2+ 2344083 =5.17
0111 3 1 3 1 14 2.34+0.83=4.17
1000 1 3 1 3 14234+ 0.83 =4.17
1001 2 2 2 2 2+ 2344083 =5.17
1010 2 4 0 2 0+ 234+ 0.83 =3.17
1011 3 3 1 1 1+2.34+0.83=4.17
1100 2 2 2 2 242344083 =5.17
1101 3 1 3 1 14234+ 0.83=4.17
1110 3 3 1 1 14+2.34+0.83=4.17
1111 4 2 2 0 0+ 234+ 0.83 =3.17

Naide 7 Proovime koigi klasside M., jaoks vélja arvutada konstantide K ja
K’ véartused. Siis saab leida D = 01010100010100010100010101010100 stoh-
hastilise keerukuse nende klasside suhtes ning otsustada, milline klass on D Kir-
jeldamiseks parim. Leiame kbigepealt K, kasutades selleks valemit (4), mille jargi

K =log Z 9~ AER(M,D)

DeE™

Valime suvalise mudeli M € M,, ja toome sisse tahistuse
E'={D e E"|ER(M,D) =i}, i=0,1,...,n.

Hulka E? kuuluvad need andmed, millel mudel A teeb vea i. Sellega oleme ja-
ganud ruumi E™ 16ikumatuteks tiikkideks, E™ = EFUETU ... UE". Nuud vime
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Kirjutada, et

Z 9—BER(M,D) _ Z 9-BERMD) L Z 9—BER(M,D) _

DeEn DEeE} DeE}
= > 27804 4 ) ahn =
DEEy DEE}

= |Eg|-27P0+. .+ |E"|- 27
Kuna mudel M fikseerib dra tGhe ,,0ige” n-bitise stringi (mis on saadud mude-

li M Kkorduval jérjest kirjutamisel) ning vead vdivad esineda tkskdik millistel 4
positsioonil n-st, siis on |E!"| = (7). Jarelikult

logz |EP| .27 = logz (7;) . (Z’ﬂ)i AT =
i=0 i=0

_ n 1
= log(2ﬂ+1) :n-10g<1+2—ﬁ>. (10)

K

Huvitav on markida, et antud juhul ei s6ltu konstandi K véartus klassist M,,,.
Kéesoleva t00 autor on nadidanud, et selle naite korral

q
q A
K =-K 1) —n)-log) . 9~ p-min(i,g—1)
+ (m(g+1) —n) ogizo <z> +

A N .
+ (n . mq) . logz ( Z ) . 2_,3'Inln(17q+1—l)’ (11)
=0

kus g = | 2|, tBestus jaab mahu tottu sellest artiklist valja. Kui K ja K' arvutada
otse valemitest (4), (5) ja (7), siis tuleb selleks arvutada ER(M, D) iga D € E™
ja M € M,, korral, mis teeb kokku |E™| - |[M,,| = 2™ . 2™ = 2"*™ korda. See
on aga vOimalik vaid véaikeste n ja m korral. Kasutades valemit (11) ning selle
valemi tuletamise kaigus leitud algoritmi J\//_T(D) leidmiseks on vdimalik andmete
D stohhastiline keerukus Kklassi M,,, suhtes vélja arvutada lineaarses ajas O(n).

Samuti tuletas autor valemi K’ leidmiseks néites 3 toodud téen&dosuslike mu-
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delite klassi My jaoks:

n—1 min(n—1—k,k)

r 1 n—2-—k 4

K= log;kk-(n—l—k)"—l—k' ZO ( i—1 >'7"
-[(f)-(k—z‘)k—i-z‘i-(n—1—k—¢)"—1—’“—"+ (12)
+(Ij: 11) k=) -1 (n—k =)

- (k B 1) k=i )T D) (- Lk i)"_l_k_z} -

]

Naide 8 Rakendame uheosalist MDL-i, et leida, milline klassidest M, M,
Mo, ..., M,, vastab andmetele D = 01010100010100010100010101010100 kdi-
ge paremini. Mudeliklasside M, kohta leidsime ndites 5 vadrtusele KX = 1 vas-
tava vadrtuse 8 = 5.513. Nuld jaab veel leida K’ valemist (11) ja seejérel stoh-
hastiline keerukus Lgc (D) valemist (8). Mudeliklassi Mp korral tuleb leida K’
valemist (12) ning seejérel stohhastiline keerukus valemist (9). Tulemused on ara
toodud tabelis 2.

8. Kokkuvote

Induktiivsel jareldamisel ja parima mudeli valikul on tiheks voimalikuks l&he-
nemissuunaks informatsiooniteooria rakendamine. Selle vaatenurga jérgi loetakse
parimaks jarelduseks ehk mudeliks see, mis vbimaldab anda lahteandmetele Iihi-
ma Kirjelduse. Kolmogorovi keerukuse baasil loodud mudel véimaldab enamikel
juhtudel kall parimat pakkimist, kuid paraku pole see mudel algoritmiliselt leitav.
Praktilisema lahenduse pakub MDL-printsiibi kaheosaline versioon, mille jargi on
parim mudel see, mis minimiseerib mudeli kirjeldamiseks ja mudeli alusel and-
mete Kirjeldamiseks kuluva bittide arvu summa. Paraku tuleb selleks ise valida
meetod, kuidas kirjeldamine teostada (on olemas teatavad tldised nduanded). See
muudab MDL-printsiibi rakendamise tulemuse s6ltuvaks kasutaja valikutest, mis
vdib olla halb, sest kasutajal v6ib olla andmeid ndinuna eelistus teatavate mudeli-
te suhtes. Uks vBimalus iihte kasutatavat koodi ,,automaatselt” valida on jaotises
5 kirjeldatud meetod mudelist koodi saamiseks. Samas tuleb ka sel juhul valida
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Tabel 2: Andmete D = 01010100010100010100010101010100 stohhastiline kee-
rukus mudeliklasside My, Mo, ..., M,,, Mp suhtes.

Klass 5 [ min EROL,D) [ K [ K [Lsc(D)
M, || 5513 12 1.0 | 1.000 | 68.157
M, || 5513 1 1.0 | 2.000 | 25.052 | V
Ms || 5.513 12 1.0 | 3.000 | 70.158
M, || 5.513 4 1.0 | 4.000 | 27.052 | VI
M || 5513 12 1.0 | 5.000 | 72.156
Ms || 5513 2 1.0 5.999 | 18.025 | |
M; || 5513 11 1.0 | 6.994 | 68.637
Ms || 5513 1 1.0 7.985 | 31.037 | IX
M, || 5513 11 1.0 | 8.982 | 70.626
My, | 5.513 1 1.0 | 9.980 | 33.032
My, | 5.513 9 1.0 | 10.949 | 61.566
My, | 5.513 1 1.0 | 11.859 | 18372 | 11
M | 5.513 10 1.0 | 12.769 | 68.900
M, | 5.513 1 1.0 | 13.680 | 36.731
My | 5.513 12 1.0 | 14.590 | 81.746
M | 5.513 1 1.0 | 15.500 | 38.552
My, | 5.513 11 1.0 | 16.468 | 78.111
Mg | 5.513 2 1.0 | 17.436 | 29.462 | VII
My | 5.513 10 1.0 | 18.406 | 74.536
My | 5.513 2 1.0 | 19.375 | 31.401 | X
My | 5.513 9 1.0 | 20.344 | 70.960
My, | 5.513 2 1.0 | 21.313 | 33.339
Mas | 5.513 7 1.0 | 22.281 | 61.872
My, | 5.513 0 1.0 [ 23249 [ 24.249 | IV
My | 5.513 6 1.0 | 24.219 | 58.296
Mas | 5.513 1 1.0 [ 25.188 | 31.701 | XI
My | 5.513 1 1.0 | 26.156 | 49.208
Mas | 5.513 1 1.0 | 27.126 | 33.638
Mas | 5.513 2 1.0 | 28.094 | 40.119
Mz, | 5.513 1 1.0 | 29.062 | 35.575
Ms; | 5.513 0 1.0 | 30.031 | 31.031 | VI
Ms, | 5.513 0 1.0 | 31.000 | 32.000 | Xil
Mp | — — — | 4574 [ 23614 1
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kasutajal vahemalt he parameetri (kas K vOi 3) vaartus. Kéesolevas t60s on va-
litud minimaalne téisarvuline K, millele leidub vastav 5. V6imalusi on ka muid,
vt. nditeks (Grinwald 1998).

Kuna kaheosaline versioon MDL-ist kasutab kahte eraldi koodi andmete ja
mudelite jaoks, siis on tulemus kaugel optimaalsest. Uheosaline MDL kasutab ko-
deerimisel Uhtset, stohhastilise keerukuse koodi. Nonda tekib olukord, kus kodee-
rimine ei toimu enam kasutades (iht mudelit, vaid tervet mudelite klassi. Uheosa-
list MDL-i kasutataksegi seeparast mudeliklasside vdrdlemiseks. Naitest selgub,
et stohhastilise keerukuse leidmine ei ole triviaalne Ulesanne, seepéarast kasutatak-
se Uheosalisele MDL-ile mitmesuguseid lahendeid (Baxter & Oliver 1994), mis
on omaette uurimisteema ja jai siinsest toost vélja.

Néitena on kéesolevas to0s uuritud bitistringide perioodilisi ja tdendosuslikke
mudeleid. Leitud on seos parameetrite 5 ja K vahel, mis vbimaldab hélpsasti ra-
kendada MDL-printsiipi suvaliste andmete korral. Selle néite kohta on leitud stoh-
hastilise keerukuse arvutamist lihtsustavad valemid, need on esitatud tdestuseta.
Tulevikus vdiks selle néite kohta teha pohjalikemaid vordlusi erinevate meetodite
vahel, uurida voiks parameetrite 5 ja K vaartuste valiku mdju tulemustele.
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