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Kokkuvõte

Masinõppes kasutatakse palju induktiivset järeldamist (ik inductive infe-
rence), kus järeldus (ehk mudel) tehakse ebapiisava andmehulga alusel ning
kehtib seega ainult mingi teadmata „tõenäosusega”. Lühima kirjelduse print-
siip (MDL) on üks võimalus hinnata, milline mudel mingist vaadeldavate
mudelite hulgast on parim lähtuvalt olemasolevatest andmetest. Käesoleva
artikli eesmärk on anda ülevaade MDL-i kahest versioonist — kaheosali-
sest MDL-ist ja stohhastilisel keerukusel baseeruvast MDL-ist. Uurimusli-
ku osana vaadeldakse bitistringide perioodilisi mudeleid ning rakendatakse
MDL-printsiipi parima perioodilise mudeli valimiseks.

1. Sissejuhatus

Andmetest teadmiste kogumine hõlmab kaht olulist protsessi — deduktiivset
ja induktiivset järeldamist. Deduktiivne järeldamine on loogikareeglite rakenda-
mine ning seeläbi ei teki midagi semantiliselt uut, mida ei oleks algandmetes1. In-
duktiivne järeldus tehakse puuduliku informatsiooni alusel ning tulemus on tõene
vaid tõenäoliselt, kusjuures see tõenäosus on meile teadmata. Näiteks kui mingi
funktsiooni

������� �
korral

���
	���
�	
iga tuhandest väiksema

	
korral, siis

1Deduktiivse ja induktiivse järeldamise definitsioonid on toodud järgmistel veebilehtedel:
http://www.psych.ualberta.ca/ � mike/Pearl_Street/Dictionary/contents/D/deductive_inference.html
http://www.psych.ualberta.ca/ � mike/Pearl_Street/Dictionary/contents/I/inductive_inference.html.
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„tõenäoliselt”
����������� � 
��������

. Samas ei saa me välistada, et
����������� � 
��������

,
kui funktsioon

�
juhtub olema defineeritud näiteks võrdusega

��� 	�� 
 	
	���
��������� .
Kumb hüpotees on parem — kas

� ��������� ��
��������
või

����������� � 
��������
? Occam’i

habemenoa printsiibi (ik Occam’s razor) järgi tuleks juhul, kui hüpoteeside tree-
ningandmetega kokkusobivus on sama, eelistada kõige lihtsamat hüpoteesi (vt.
näiteks (Domingos 1998)). Antud juhul on ilmselt lihtsaim hüpotees

��� 	�� 
 	
,

ehk siis
����������� � 
��������

. Occam’i habemenoa printsiibi rakendamisele sellisel
kujul on olnud ka vastuväiteid (Domingos 1998), kuid sellest hoolimata rakenda-
takse seda praktikas laialdaselt. Occam’i habemenoa printsiipi kasutab ka lühima
kirjelduse printsiip (ik Minimum Description Length principle, MDL).

Andmekaevanduses tuleb samuti teha induktiivseid järeldusi — näiteks kui
ülesandeks on koostada mudel, mis kirjeldab võimalikult hästi olemasolevaid and-
meid, kusjuures meil ei ole teada andmete tekkimise mehhanism (õige mudel).
Edaspidises eeldame, et meil on juba olemas mingi hulk mudeleid, mille seast tu-
leb kõige parem välja valida. Mudeli valimisel võivad kergesti tekkida kas alasobi-
tamine (ik underfitting) või ülesobitamine (ik overfitting). Alasobitamise puhul ei
kirjelda mudel andmeid piisavalt hästi, ülesobitamine tähendab aga seda, et mudel
kirjeldab küll väga hästi antud andmeid, kuid on väga keeruline (näiteks keeruli-
sem kui andmed ise). Enamasti on otsitav mudel kompromiss lihtsuse ja kirjeldus-
täpsuse vahel. Tihti juhtub, et andmete kohta teadaoleva valdkonna-spetsiifilise
informatsiooni alusel ei saa lõplikult otsustada, milline mudel on parim. Üks või-
malus on sellisel juhul kasutada informatsiooniteoreetilist lähenemist, mille järgi
tuleks valida mudel, mis annab andmetele lühima kirjelduse (Hansen & Yu 2001).
Sellel peatumegi edaspidises, tuues selleks kõigepealt sisse andmekogumi Kolmo-
gorovi keerukuse mõiste. Nimelt on andmete pakkimine Kolmogorovi keerukuse
mõttes peaaegu alati parim meetod (Grünwald 1998). Kuna aga Kolmogorovi kee-
rukuse leidmine osutub mittelahenduvaks ülesandeks, siis siirdume ühe praktikas
rakendatava meetodi, lühima kirjelduse printsiibi (edaspidi MDL) juurde. Esmalt
tutvume ühe näite varal MDL-i lihtsama, kaheosalise versiooniga, mille järgi on
parim mudel see, mis minimiseerib mudeli kirjeldamiseks ja mudeli alusel and-
mete kirjeldamiseks kuluva bittide arvu summa. Seejärel defineerime tõenäosusli-
ku mudeli mõiste ning kirjeldame selle seost koodidega. Tõenäosuslikud mudelid
võimaldavad meil leida mudelile vastav kood andmete kodeerimiseks. Viimasena
vaatleme üheosalist versiooni MDL-printsiibist, defineerides enne selleks andme-
te stohhastilise keerukuse mudeliklassi suhtes.
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2. Kolmogorovi keerukus

Meie eesmärgiks edaspidises on leida mudel, mis annab andmetele lühima
kirjelduse, seega peame tegelema andmete pakkimisega. Intuitiivne põhjendus
seisneb selles, et iga korrapära andmetes annab ära kasutada pakkimiseks ning
vastupidi, kui meil õnnestub andmeid hästi pakkida, siis järelikult oleme aru saa-
nud andmete sisemisest loogikast. Kuna kõik andmed on põhimõtteliselt esita-
tavad bitistringidena, siis peaksime käsitlema bitistringi Kolmogorovi keerukust,
mis annab pakkimisel peaaegu alati parima tulemuse (Grünwald 1998). Bitistrin-
gi Kolmogorovi keerukuse leidmiseks tuleb vaadelda kõiki Turingi masinaid, mis
väljastavad selle bitistringi ning lõpetavad oma töö lõpliku aja jooksul — Kol-
mogorovi keerukus on lühima sellise Turingi masina programmi pikkus. Turingi
masinat, mis Kolmogorovi keerukuse realiseerib, võiks siis pidada parimaks mu-
deliks antud bitistringile. Siinkohal kasutame Occam’i habemenoa printsiipi, mil-
le järgi sama täpsusega mudelite seas tuleks eelistada lihtsaimat (antud juhul on
kõik võrreldavad mudelid täpsed). Näiteks kõik kolm järgnevat programmi väljas-
tavad ühe ja sama järjendi.

� print "
����������������������������������������������������������������������������������������������� ���

"

� for
� 
 �

to ��� do print "
�
"

print "
�
"

� for
� 
 �

to �
�
do

if
��� 	 ��� ��� 
�������� � 	 �����������

then
print "

�
"

else
print "

�
"

Kuna teine programm on kõige lühem, siis võiks seda pidada nendest kolmest
mudelist parimaks (vaadeldava järjendi jaoks) — teine programm toob kõige pa-
remini välja korrapära. Oluline on märkida, et programmi pikkus sõltub kasuta-
tavast keelest ning järelikult sõltub sellest ka Kolmogorovi keerukus. Teisest kül-
jest on võimalik tõestada, et erinevate (universaalsete) keelte Kolmogorovi kee-
rukused erinevad teineteisest ainult ülimalt konstandi võrra. Selleks konstandiks
sobib ühes keeles kirjutatud teise keele kompilaatori pikkus. Suurimat mõju aval-
dab keele valik seega just lühemate ja lihtsamate bitistringide korral. Paraku ei
ole Kolmogorovi keerukuse leidmine lahenduv ülesanne, rääkimata siis vastava
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parima Turingi masina leidmisest. Küll aga on sarnast ideed võimalik praktikas
rakendada, selle juurde järgnevalt siirdumegi.

3. MDL-printsiibi kaheosaline versioon

Kolmogorovi keerukus annaks andmetele küll häid mudeleid, kuid selle leid-
mise mittelahenduvuse tõttu pole Kolmogorovi keerukust võimalik praktikas ra-
kendada. Jorma Rissanen pakkus aastal 1978 välja lühima kirjelduse printsiibi
(ik Minimum Description Length principle, MDL), mis on sarnane Kolmogoro-
vi keerukusega, kuid on praktikas hästi rakendatav (Rissanen 1978). MDL-ist on
mitmeid versioone, kõige lihtsam ja intuitiivsem nendest on kaheosaline versioon.
MDL-i kaheosalise versiooni järgi on kõige parem mudel see, mis minimiseerib
mudeli kirjeldamiseks ja mudeli alusel andmete kirjeldamiseks kuluva bittide ar-
vu summat. Kirjeldamine tähendab sisuliselt kodeerimist ning seda mõistet kohe
käsitlemegi.

3.1. Kodeerimine

Arvu
�������������

võib kirjeldada ehk kodeerida mitmeti — näiteks matemaa-
tilises keeles stringina „10ˆ6” või eesti keeles stringina „Miljon.”. Viimane
on hea selle poolest, et kirjelduse lõpp on selgelt märgistatud punktiga. Selli-
seid kirjeldusi on võimalik ilma segadust tekitamata üksteise järele kirjutada, näi-
teks „Miljon.Miljon.”. Samal ajal ei saa kirjutada „10000001000000”
või „10ˆ610ˆ6” ilma, et tähendus muutuks. Kirjelduste lõpetatust nõuame kogu
käesoleva töö jooksul, selle garanteerib järgnev definitsioon.

Definitsioon 1 Üksühest kujutust � ��� � ���
nimetatakse prefikskoodiks

hulgal
�

koodsõnade hulgaga
� �

, kui ükski koodsõna ei ole ühegi teise koodsõna
prefiksiks ehk alguseks.

See tähendab, et suvalise ��� � korral pole koodsõnast � � � � võimalik lõpust hul-
ga

�
elementide ära jätmisel saada mingit muud koodsõna � � �
	 � , kus ��	�� �

.
Koodsõna on lõpetatud kirjeldus, sest ükskõik, mis sellele ka ei järgneks, me ei
saa mingit muud koodsõna. Märgime veel, et käesolevas töös vaatleme ainult juh-
tu, kus koodsõnad on bitistringid ehk siis

� 
 
 �
�����
. Prefikskoodi nimetame

edasises ka lihtsalt koodiks.
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Näide 1 Olgu
� 
 
 � � � � � � � � � . Kui defineerida

� � � � ��
 � , � � � � � 
����
, � � � � � 
����

ja � � � � � 
 �����
;

� 	 � � � � 
 � , � 	 � � � � 
����
, � 	 � � � � 
������

ja � 	 � � � ��
 �����
,

siis � pole kood, sest � � � � � on � � � � � prefiksiks. Küll aga sobib prefikskoodiks
kujutus � 	 .

Viimaks toome veel sisse koodipikkusfunktsiooni mõiste, mis hakkab hiljem
olulist rolli mängima.

Definitsioon 2 Elemendi � � �
kodeerimiseks kuluvate hulga

�
elementide

arvu tähistame
� � � � . Vajadusel täpsustame ja märgime ära kodeerimisel kasuta-

tava koodi � , kirjutades
��� � � � . Funktsiooni

� � � � �
nimetame koodipikkus-

funktsiooniks.

3.2. Kaheosaline MDL

Tähistagu � andmeid, mida vaatleme lõpliku järjendina mingi hulga � ele-
mentidest, � ��� � . Hulka � � nimetame edaspidi andmeruumiks. Näiteks võib
(kuid ei pruugi) olla � 
 
 � �����

. Järgnevas eeldame lihtsuse mõttes, et � on
lõplik. Põhimõtteliselt jääb kogu edaspidine teooria kehtima ka juhul, kui � on
loenduv või �	��

� . Ainult et esimesel juhul muutuvad lõplikud summad ridade
summadeks ning teisel juhul integraalideks. Samuti eeldame, et andmete pikkus� on fikseeritud ja andmeruum on seega ��� . Ka see eeldus pole hädavajalik, kuid
lihtsustab käsitlust. Üldise juhu kohta vt. näiteks (Grünwald 1998).

Vaadeldavate mudelite hulka tähistame � — nende hulgast tuleb meil välja
valida parim mudel. Nagu enne juba mainitud, on MDL-i kaheosalise versiooni
järgi kõige parem mudel see, mis minimiseerib mudeli kirjeldamiseks ja mudeli
alusel andmete kirjeldamiseks kuluva bittide arvu summat.

MDL ei määra ära, milliseid koode kirjeldamisel kasutatakse. Selles mõttes
ei ole MDL universaalne. Küll aga on olemas meetodid, kuidas saada suhteliselt
loomulikke koode, ühte käsitleme ka siin edaspidi. Tähistame nüüd ära MDL-i
jaoks olulised koodid:

� � � � � � �
— kood, millega kodeeritakse mudeleid;

� ��� � ��� � � �
, iga � ��� jaoks — kood, millega kodeeritakse mudeli

� alusel andmeid.
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MDL-i mõttes parim on mudel ���������	� , mille korral MDL-hinnang
��� � � � 	� � 
 � � � on minimaalne, ehk teisisõnu:

���������	� 
�
���������������
� � � � � � 	 � � 
 � � � ���

Nüüd vaatleme üht näidet MDL-printsiibi kaheosalise versiooni rakendamise
kohta. Siinkohal algav näide kordub läbi käesoleva artikli ning on autori poolt
tehtud uurimuslik osa.

Näide 2 Olgu ülesandeks ilma modelleerimine ühe kuu jooksul, arvutuste
lihtsustamiseks võtame päevade arvuks � 
��! 

. Oletame, et meil on tehtud ühe
kuu jooksul ilmavaatlusi ning iga päeva kohta on fikseeritud, kas oli selge või
vihmane (vastavalt

�
või

�
). Olgu vaatluste tulemuseks bitistring

� 
 ���������������������������������������������������������������"�

Andmemudelite hulgana � vaatleme kõigi kuni
�� 

-bitiste stringide hulka, kus-
juures mudel � � � väidab bitistringi � perioodilist kordumist andmetes � .
Näiteks mudel � 
������

väidab, et andmeteks on

�����$# �����$# �����$# �����$# �����$# �����$# �����$# �����"# �����"# �����"# ���"�

MDL nõuab mudeli kirjeldamist (mis on antud juhul triviaalne — tuleb vaid esi-
tada bitistring � ) ning mudeli abil andmete kirjeldamist. Viimase puhul tuleb
üles lugeda erandid — kohad, kus mudel ei kehti. Vaadeldavate andmete puhul
paistab suhteliselt hästi sobivaks mudeliks olema � 
 ���

. Mudeli ning andmete
kirjeldused oleks siis järgmised.

mudel: andmetes kordub alamstring
���

andmed: eranditeks on % ., � � .,
 �

. ja
�! 

. bitt

� 
 ���"# ���"# ���$# ��� # ���"# ���$# ��� # ���$# ���"# ��� # ���"# ���"# ���"# ���"# ���$# ���

Selleks, et leida MDL-i mõttes parim mudel, peame kõigepealt fikseerima ka-
sutatavad koodid. Mudel on juba bitistringina esitatud ning seega võiks koodina
� kasutada samasusteisendust � � � � 
 � . Paraku pole tegemist koodiga, sest
üks mudel võib olla teise prefiksiks. Et saada koodi, võime mudeli ette kirjutada
tema pikkuse. Kuna pikkus võib olla

�
kuni

�� 
, siis saab seda kodeerida viie bitiga

(sest
 �& 
'�! 

). On lihtne veenduda, et nüüd oleme saanud koodi. Näiteks mudeli
� 
 ���

korral kulub kodeerimiseks
� � � � � 
 �

	( 
*)
bitti.

56



Iga erand on arv vahemikust
�

kuni
�! 

ning seega saab seda kodeerida viie
bitiga. Kood � � võiks kodeerida erandid mudeli � kehtivuses näiteks järgmiselt.

�
<erand>

�
<erand>

� � � � �
<erand>

�
<erand>

�

Eraldavad bitid on vajalikud selleks, et oleks aru saada, millal kirjeldus lõpeb.
Kokku kulub siis bitte iga erandi kohta

�
pluss veel üks bitt kõige lõpus. Näiteks

mudeli � 
 ���
korral kulub andmete � kodeerimiseks

� � 
 � � � 
 ��� �
	 � 
� 

�
bitti.

Kokkuvõttes kulub siis mudeli
���

korral mudeli ja andmete kodeerimiseks) 	  
�

��! 

bitti. Nagu näha, kulus põhiline hulk bitte mitte mudeli, vaid erandite
kodeerimiseks, seetõttu võiks proovida leida mudelit, millel on vähem erandeid.
Järgmisel mudelil pole üldse erandeid.

mudel: andmetes kordub alamstring
�����������������������������������������������

erandid: puuduvad

� 
 �����������������������������������������������$# ���������������

Selle mudeli korral kulub mudeli ja andmete kodeerimiseks kokku
� � � � � 	� � 
 � � � 
 �

�
	* 

�
� 	 � �

�
� 	�� � 
 ���

bitti, järelikult on MDL-printsiibi jär-
gi see mudel parem kui eelmine. MDL-i järgi parim mudel peaks olema selline,
milles on saavutatud väike erandite arv suhteliselt lühikese mudeliga. Antud näite
puhul osutub parimaks järgmine mudel.

mudel: andmetes kordub alamstring
�����������

andmed: eranditeks on
 
. ja

 �
. bitt

� 
 ��� �������"# �����������"# �����������"# �����������"# �����������$# ��� �������"# ���

Siin kulub mudeli ja erandite peale kokku vaid
� � � � � 	 � � 
 � � � 
 �

�
	 � � 	

�  
�
� 	 � ��
  � bitti. Sama tulemuse annab ka mudel � 
 �����������������������

, mille
pikkus on

�  
ning millel on üks erand.

Eelneva põhjal võib esitada MDL-i põhieesmärgi järgmiselt.
MDL-i eesmärk on leida mõistlik tasakaal reegli ja erandite vahel.

Nüüd me oleme ära kirjeldanud MDL-i kaheosalise versiooni põhiidee ning
jäänud on vaid rääkida sellest, kuidas valida koode � ja � � nii, et tulemus oleks
võimalikult „hea”. Koodi � valimisel me käesolevas artiklis ei peatu, selle kohta
võib lugeda allikatest (Grünwald 1998) ja (Hansen & Yu 2001). Järgnevas punk-
tis hakkame kirjeldama ühte võimalust koodide � � valimiseks. Kindlasti ei ole

57



see ainus võimalus, kuid piisavalt loomulik siiski. Me alustame mudelist � ning
jõuame lõppkokkuvõttes välja koodini � � . Ette rutates võib öelda, et tegelikult
me väldime koodi � � reaalset konstrueerimist, meile piisab vaid selle koodipik-
kusfunktsiooni

� � 
 teadmisest. Eesmärk on meil ju sellise mudeli � � � vali-
mine, mille korral

� � � � � 	 � � 
 � � � on minimaalne.
Kõigepealt leiame väga loomulikul viisil tõenäosuslikule mudelile vastava

koodi pikkuse ning seejärel vaatleme üldist, suvalise mudeli juhtu.

4. Tõenäosuslikud mudelid

Paljud huvitavad mudelite hulgad � on tõenäosuslikud, s.t. et iga mudel
� � � esitab tõenäosusjaotust üle andmeruumi � � . Teisisõnu, mudel � an-
nab kõigile võimalikele andmetele � 
 �
	 � � � � � � 	 �

�
mingi tõenäosuse, millega

tekivad selle mudeli järgi just need andmed. Mida suurema tõenäosuse andmed
mudeliga saavad, seda paremini sobivad need andmed mudeliga kokku.

Definitsioon 3 Funktsiooni � � ��� � � �
�����
nimetatakse tõenäosuslikuks mu-

deliks üle ��� , kui �
� 
��	��
�
�
 � 

��� ��� �

� �
	 � � � � � � 	 �
� 
�� �

Näide 3 Vaatleme ilma modelleerimist ühe nädala jooksul ( � 
')
). Oletame,

et vaatlustel oleme teinud sellised ligikaudsed tähelepanekud:

� esmaspäeval võib ilm olla selge või vihmane võrdselt tõenäosusega
�
� ;

� kui ilm on selge, siis järgmisel päeval on ilm selge või vihmane vastavalt
tõenäosustega � ja

��� � ;

� kui ilm on vihmane, siis järgmisel päeval on ilm selge või vihmane vastavalt
tõenäosustega

�����
ja
�
.

Selliste tähelepanekute järgi saame ilma kohta tõenäosusliku mudeli ��� � � . Kui näi-
teks � 
 �$� % ja

� 
 �"� �
, siis

��� � � ��������������� � 
 �"�
� �
�"� %���� �"� � �

ja

��� � � ��������������� � 
 �"�
� �
� �$�

� �
�"�  � � � �"� ������ � �

Esimene neist on tõenäosus, et terve nädal on ilus ilm, ning teine tõenäosus, et
vaheldumisi sajab ja on selge.
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4.1. Tõenäosuslikud mudelid ja täpsed koodipikkusfunkt-
sioonid

Intuitiivselt on selge, et kodeerimisel ei saa kõik koodsõnad tulla kuitahes lühi-
kesed, on olemas mingi alumine piir. Näiteks ei saa olla koodi � �

 � � � � � � � � � �� �

, nii et � � � � � � 
���� � � � � � ��
��
ja
� � � � � ��
� $�

Põhjus on selles, et siis oleks paratamatult kas � � � � � või � � � � � prefiksiks koodsõ-
nale � � � � � . Täpse alumise piiri seab Krafti võrratus, tõestust vt. (Grünwald 1998).
Siin ja edaspidi kasutame tähistust �


 � 	 � � � � � � 	 �
�
.

Teoreem 1 (Krafti võrratus) Kui � on kood hulgal � � , siis
�
� ��� �

 � ��� � � ��� ���

Krafti võrratus ütleb sisuliselt, et lühikese koodipikkuse saab omistada ainult
vähestele hulga ��� elementidele.

Lühima kirjelduspikkuse printsiibi järgi peaksime me kodeerima andmed või-
malikult lühikeselt. Seega huvitavad meid sellised koodid, mis saavutavad Krafti
võrratuse poolt määratud piiri.

Definitsioon 4 Koodipikkusfunktsiooni
� � ��� � �

nimetame täpseks, kui
Krafti võrratuses kehtib võrdus. Koodi nimetame täpseks, kui tema koodipikkus-
funktsioon on täpne.

Lihtne on kontrollida, et näites 2 kasutatud kood � on täpne. Koodid � � ei
ole täpsed ning neid võiks proovida lühemaks teha.

Suvalisele täpsele koodile � vastab loomulikul viisil tõenäosuslik mudel, võr-
dusega � � � � 
  � ��� � � � . Tulemus on tõepoolest tõenäosuslik mudel, sest koodi
täpsuse tõttu Krafti võrratuses kehtivast võrdusest saame, et kõikide � � elementi-
de tõenäosuste summa on

�
.

Nüüd proovime suvalisest tõenäosuslikust mudelist � saada täpset koodi. Osu-
tub, et kui defineerida koodipikkusfunktsioon

�
võrdusega

� �
�
� 
 ���	��� � � � �

ning kui
� �
�
�

on täisarv iga � � ��� korral, siis saame tõepoolest täpse koodi.
Siin ja edaspidi tähistab

�
���
kahendlogaritmi.

Teoreem 2 Kui mingi funktsiooni
� � ��� � �

korral kehtib Krafti võrratuses
võrdus, siis leidub täpne kood sellise koodipikkusfunktsiooniga.

59



Teoreemis mainitud täpset koodi saab leida näiteks Huffmani pakkimise algo-
ritmiga (vt. näiteks (Kiho 2003)). Kui

� �
�
�

ei ole aga täisarv, siis on võimalik tões-
tada, et leidub kood pikkusega � ���
� � � � � ��� , seda koodi nimetatakse Shannon-
Fano koodiks (tõestust vt (Grünwald 1998)). Peaaegu sama lühikese koodipik-
kusfunktsiooniga kood saadakse ka Huffmani pakkimisel. Kuigi selle mittetäisar-
vulisuse probleemi tõttu ei pruugi leiduda koodi pikkusega

� �
�
� 
 ���	��� � � � � ,

vaatleme me sellist funktsiooni
� �
�
�

ikkagi koodipikkusfunktsioonina, sest meie
eesmärk on ju tegelikult leida lühima koodi pikkus, mitte kood ise.

Kokkuvõttes saime üksühese vastavuse tõenäosuslike mudelite ja täpsete koo-
dipikkusfunktsioonide vahel. Selle vastavuse realiseerivad järgmised, omavahel
samaväärsed seosed:

� �
�
� 
 ���	��� � � � ����� � � � ��
* � � � � � �

(1)

Näide 4 Vaatleme taas ilma modelleerimist tõenäosuslike mudelitega � � � � (vt.
näide 3). Lisaks teeme kitsendava eelduse � � � � 
 � � �� & � �� & � � � � � � �� & ��� � . Andmed
olgu meil samad, mis näites 2,

� 
 ���������������������������������������������������������������"�
Üritame nüüd MDL-printsiibi kaheosalise versiooniga leida vaadeldavate mudeli-
te seas sellist, mis vastaks kõige paremini andmetele � . Selleks peame kõigepealt
fikseerima mudelite ja andmete kodeerimiseks kasutatavad koodid.

Mudeleid saame kodeerida % bitiga — nii � kui
�

kodeerimiseks kulub � bitti,
sest neil on

� �
võimalikku väärtust. Teisisõnu,

� � � ��� � � � 
 % kõigi mudelite � � � �
korral.

Teiseks on meil vaja mudeli � � � � abil kodeerida andmed � . Siinkohal kasuta-
me ära selle, et tõenäosuslikule mudelile � � � � vastab täpne koodipikkusfunktsioon� ���
	 �

seosega (1). Koodi ennast pole meil vaja, sest oluline on vaid koodi pikkus.
MDL-printsiibi järgi on nüüd vaja leida mudel � � � � , mis annab väikseima sum-

ma
� � � ��� � � � 	 � ����	 � � � � . Et esimene liidetav on konstantselt võrdne arvuga % , siis

keskendume teise liidetava minimiseerimisele. Valemist (1) saame, et
� ����	 � � � � 
���	��� ��� � � � � � , järelikult on meil vaja leida � � � � � � � . Selleks paneme tähele, et and-

metes � järgneb selgele ilmale selge ja vihmane ilm vastavalt
)

ja
�  

korral ning
vihmasele ilmale järgneb kõigil

�  
korral selge ilm. Kuna esimene päev on selge

tõenäosusega
�
� , siis kokku saame, et � � � � � � � 
 �

� � ��
 � ��� � � � � � � ��� � � � � �
.

Järelikult
� ���
	 � � � � 
 � �
��� � � �
� � � 
 � �	��� ��� � � � � � � �
��� ����� � � � � 



 ��� )
�
�	��� � � �  

�
�
��� ����� � � � �  � �
� � ����� � ���
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On lihtne kontrollida, et lubatud � ja
�

väärtuste seas annavad minimaalse tulemu-
se � 
 �� & , � 
 � . Mudeli ja andmete kodeerimiseks kulub siis bitte kokku

% 	�� ��� )
�
�
��� ��

�
� �  

�
�
��� ����� �

�
�
� � �  

�
�	��� ��� � � ��� �  % � � � ) �

5. Mudelist � koodini � �
Eelmises punktis näitasime tõenäosusliku mudeli � jaoks ära koodi ��� , mida

kasutada andmete kodeerimiseks kasutades seda mudelit. Käesoleva punkti ees-
märk on leida kood � � suvalise (mittetõenäosusliku) mudeli � jaoks. Selleks
muudame mittetõenäosusliku mudeli tõenäosuslikuks ning seejärel leiame sellele
vastava koodi. Meetod on kohandatud allikast (Grünwald 1998).

Mudeli tõenäosuslikuks muutmine on võimalik mitmeti ning seejuures peame
tegema lisaeeldusi. Kõigepealt eeldame, et meil on lisaks mudelite hulgale � ja
andmeruumile ��� määratud reaalarvuliste väärtustega veafunktsioon �
	 � � � � � ,
mis näitab iga mudeli � ��� ja iga andmekogumi � � � � korral, kui palju
mudel � eksib andmetel � . Selge ja vihmase ilma perioodiliste mudelite näites 2
võiks veafunktsiooni väärtuseks ��	 � � � � � olla erandite arv ehk siis nende päeva-
de arv, kus mudel � ei klapi andmetega � . On mõistlik eeldada, et veafunktsiooni
annab ette kasutaja, sest see annab mudelile tähenduse — siiani on mudel olnud
lihtsalt üks element hulgas � .

Teine eeldus puudutab vigade tekkimise tõenäosusi andmetes. Nimelt eelda-
me, et leiduvad konstandid � � � � � � � � ��� � , mille korral
 � � � # � ��
 � � ������� � � � � �� � � � � � � (2)

Hiljem veendume, et näites 2 kirjeldatud mudeliklassi � korral on see eeldus
tõepärane.

Võrduse (2) abil olemegi saanud algsest mittetõenäosuslikust mudelist � tõe-
näosusliku mudeli � , kusjuures � � � � 
 � � ��� ��� � � � � �� . Kasutades eelmises punktis
kirjeldatud seost (1) tõenäosuslike mudelite ja koodide vahel saame, et

� ��� 
 ���
� � � � � ��
 � � �
��� � � � 	 � ���
��� � � � ����	 � � � � ���
Selle saadud koodi valimegi mudelile � vastavaks koodiks � � . Seega

� � 
 � � � 
��
����	 � � � � � 	�� �

(3)
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kus
� 
 ���
��� � � ja

� 
 ���	��� � � . Et saadud kood on täpne, siis
� 
 �

� ��� �  � ��� 

� � � 
 �

� ��� �  ����� ���
� � � � � ��� 
* ��� �

� ��� �  ����� ���
� � � � � �

millest omakorda � 
 �	��� �
� ��� �  ����� ���

� � � � � �
(4)

Kokkuvõttes piisab mudelile � vastava koodi � � saamiseks veafunktsioonist �
	
ning väärtusest

�
. Seejuures

��� �
, sest

� 
 � �
��� � � ja � � � � � ��� � . Parameetri�
väärtuse valimine on palju vaidlusi tekitanud probleem (Grünwald 1998). Mõ-

nikord valitakse lihtsalt
� 
��

. Teisest küljest võib ka lähtuda hoopis parameetrist�
, sest võrdusest (4) tingituna vastab igale

�
väärtusele kas null või üks väär-

tust
�

. Valemist (3) on näha, et
�

tähistab nende bittide arvu, mis kulutatakse
andmete kirjeldamiseks ilma vigu arvestamata. Suhteliselt loomulik on valida

�
väärtuseks minimaalne mittenegatiivne täisarv, mille korral leidub võrdust (4) ra-
huldav väärtus

�
. Enne näite juurde asumist toome veel ühe definitsiooni.

Definitsioon 5 Mudeliklassi � nimetatakse heaks, kui võrdust (4) rahulda-
vate paaride

� � � � �
hulk on sama kõikide mudelite � � � korral.

Näide 5 Pöördume tagasi näite 2 juurde ning arvutame uuesti mudelite � � 
���
, � � 
 �����������

ja � � 
 �����������������������������������������������
MDL-hinnangud. See-

juures jätame koodi � samaks, kuid kood � � olgu saadud kirjeldatud meetodi
abil mudelist � . Antud näite puhul saame võrdusest (4), et

� 
 �
�
�
� � ��� 	 �

�
	
�

(tõestust vt lk 65) ning see ei sõltu vaadeldavast mudelist (järelikult oleme vali-
nud hea mudelite klassi. Vähim mittenegatiivne

�
väärtus, mille korral on see

võrrand
�

suhtes lahenduv, on
� 
 �

. Siis
� 
 �! 

�
�	��� ��� 	 �

� 	
�
, millest

� �
�
�
�
� �

. Kasutades nüüd valemit (3) saame, et kolme vaadeldava mudeli puhul on� � 
 � � � � � �
�
�
� �
� �
	 � 
  �$� �

�
 
,
� � 
�� � � � � �

�
�
� �
�
 	 � 
 �  $� �! �

ning� � 
�
 � � � � �
�
�
� �
�
� 	 � 
 ��� �����

. Mudelite � � , � � ja � � MDL-hinnangud tule-
vad siis vastavalt ligikaudu

���"� �
�
 
,
 �"� �! �

ja
���"� �����

. Tulemused on väga sarnased
näitega 2, kuid koodipikkused on pisut lühemad. Põhjuseks on see, et näites 2 ei
olnud ��� täpne kood ning seetõttu oli võimalik lühendamine.

6. Stohhastiline keerukus

Meenutame, et MDL-i põhieesmärgiks on andmete lühike kodeerimine. Kahe-
osalise MDL-i puhul kodeeriti eraldi mudel ning mudeli abil andmed. Järelikult on
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ühtesid ja samu andmeid võimalik kodeerida erinevalt (erinevate mudelitega). Pal-
ju parema tulemuse saaks pakkimisel siis, kui kasutada ühte ainsat koodi, kus pole
sellist liiasust. Üheks võimaluseks on kasutada stohhastilise keerukuse koodipik-
kusfunktsiooni

����� � ��� � 
 . See funktsioon defineeritakse lähtuvalt mudelite
hulgast � , seega võime väita järgmist.

Stohhastiline keerukus on andmete keerukus mudelite hulga suhtes.

Kõigepealt leiame igale mudelile � � � vastava koodi � � . Kuna eesmärk on
kodeerida kõik andmed võimalikult väheste bittidega, siis võiks andmed � kodee-
rida sellele mudelile � vastava koodiga � � , mille puhul

��� 
 � � � on minimaalne.
See vastab suurima tõepära meetodile (ik Maximum Likelihood) — valitakse mu-
del � , mille puhul andmete � tõenäosus

� � � # � � on suurim. Mudelit, mis and-
mete � jaoks minimiseerib väärtuse

� � 
 � � � , tähistatakse
�
� � � � . Niisiis kuluks

andmete � kodeerimiseks

� ���
	��

� � � � 
 �����
�����

� � 
 � � � (5)

bitti. Kuid MDL-i puhul on oluline see, et kõik andmeruumi kuuluvad andmed
peavad saama kodeeritud ühe ja sama koodiga, mitte andmetele kõige paremini
sobivale mudelile vastava koodiga. Seega võib kuluda tegelikult rohkem bitte kui� ���
	��

� � � � . Nüüd lisame koodipikkusele konstandi juurde, seda võib ette kujutada
kui täiendavaid bitte, mis on vajalikud koodide ühtlustamiseks. Sellise meetodi
kasutamise põhjendust vt. (Grünwald 1998).

Definitsioon 6 Andmete � stohhastiliseks keerukuseks mudeliklassi � suh-
tes nimetatakse väärtust

����� � � � 
 � ���
	��

� � � � 	 � 	 � (6)

kus � 	 
 �	��� �
� ��� �  � ���

�
 ��
�� � � � �
(7)

Võrdus (7) tuleb meie soovist, et
�����

oleks täpne koodipikkusfunktsioon. Tõepoo-
lest, sellisel juhul

� 
 �
� ��� �  � �����

� � � 
 �
� ��� �  � �

�
���
�� � � � ����� 
* �����
�

�
� ��� �  � �

�
���

� � � � �
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millest saamegi võrduse (7). Funktsioonile
�����

vastavat koodi kasutamegi andme-
te kodeerimiseks. Koodi pikkus avaldub tänu

�����
definitsioonile (6) ning valemi-

tele (3) ja (5) kujul

����� � � � 
 �����
��� �

� �
���
	 � � � � � 	�� � 	 � 	

Juhul, kui mudeliklass � on hea, s.t. samad
�

ja
�

sobivad kõikide mudelite
korral, siis saame valemiks

� ��� � � � 
 �
�
�����
����� ��	 � � � � � 	���	�� 	 � (8)

Tõenäosuslike mudelite korral saame (1), (5) ja (6) tõttu

� ��� � � � 
 ������ � � � ���
��� � � � � � 	�� 	 
 � �
��� � 
 �� � � � � � � 	�� 	 � (9)

Näide 6 Siirdume jällegi näitega 2 alguse saanud uurimuse juurde. Vaatleme
seekord bitistringe pikkusega � 
 � . Tähistagu ��� nende perioodiliste mudelite
hulka, mille pikkus on � bitti. Leiame stohhastilised keerukused kõikvõimalikele
andmetele mudeliklassi � � 
 
 ��� � ��������� � �����

korral. Selleks tuleb kõigepealt
välja arvutada väärtused �
	 � � � � � iga � � ��� ja iga � � � � korral (vt. tabel
1). Seejärel peab leidma iga � jaoks väärtuse ��	 � �� � � � � � � , mis on andmetel �
tehtav viga selle mudeli

�
� � � � � � � korral, millele andmed � kõige paremini

vastavad (vt. tabeli 1 viimase veeru esimene liidetav). Valime näiteks
� 
 �

,
siis jääb veel arvutada

�
ja
� 	 vastavalt valemitest (4) ja (7). Seejuures võib ka

kasutada spetsiaalselt mudeliklasside ��� jaoks lk. 65 toodud valemeid (10) ja
(11).

7. MDL-printsiibi üheosaline versioon

MDL-printsiibi kaheosaline versioon oli mõeldud selleks, et valida mingis mu-
deliklassis välja parim mudel. MDL-printsiibi üheosalist versiooni rakendatakse
hoopiski selleks, et otsustada, millist mudeliklassi on parem mingite andmete pu-
hul kasutada. Näiteks võib niiviisi uurida, kas mingite andmete jaoks on paremaks
mudeliks kolmanda astme polünoomid või viie peidetud neuroniga tagasisidesta-
tud neurovõrgud.

MDL-printsiibi üheosalise versiooni järgi tuleb andmete kirjeldamiseks valida
see mudeliklass, mille suhtes andmete stohhastiline keerukus on väikseim.
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Tabel 1: Neljabitiste bitistringide stohhastiliste keerukuste leidmine mudeliklassi
� � suhtes

� 
 �
korral, stohhastiline keerukus on viimases veerus.

� ��� ��
�� ��� � ��� ��
�� � � � ��� ��
�� � � � ��� ��
�� � � � �����
����� � ��	 � � # � � 	�� 	�� 	������� �   

�
� 	( $� �

�
	 �$� % � 
��$� � )������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
�������      	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
�������  �

�
 � 	( $� �

�
	 �$� % � 
��$� � )�������      	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
�������      	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
�������  

�
�  � 	( $� �

�
	 �$� % � 
��$� � )������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
�������      	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
������� � � � � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
 �

� � )
�������

�
  � � 	( $� �

�
	 �$� % � 
��$� � )

Näide 7 Proovime kõigi klasside ��� jaoks välja arvutada konstantide
�

ja� 	 väärtused. Siis saab leida � 
 ����������������������������������������������������������� ���
stoh-

hastilise keerukuse nende klasside suhtes ning otsustada, milline klass on � kir-
jeldamiseks parim. Leiame kõigepealt

�
, kasutades selleks valemit (4), mille järgi� 
 �
� � �

� ��� �  ����� ���
� � � � �

Valime suvalise mudeli � � ��� ja toome sisse tähistuse

� �� 
 
 � � � � # �
	 � � � � � 
 � � � � 
 � ����� � � � � � �

Hulka ���� kuuluvad need andmed, millel mudel � teeb vea
�
. Sellega oleme ja-

ganud ruumi ��� lõikumatuteks tükkideks, � � 
 � ��	�
 ������
 � � � �
 ���� . Nüüd võime
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kirjutada, et
�
� ��� �  ����� ���

� � � � � 
 �
� ��� ��  ����� ���

� � � � � 	 � � � 	 �
� ��� ��  ����� ���

� � � � � 


 �

� ��� ��  �����
� 	 � � ��	 �

� ��� ��  ����� � 


 # � �� # �  ����� � 	 � � � 	 # � ��

#
�
 ����� � �

Kuna mudel � fikseerib ära ühe „õige” � -bitise stringi (mis on saadud mude-
li � korduval järjest kirjutamisel) ning vead võivad esineda ükskõik millistel

�

positsioonil � -st, siis on
# ���� # 
�� � ��� . Järelikult

� 
 �
��� ��
��� �

# � �� # �  ����� � 
 �	��� ��
��� �

� �
�
�
�
�  ��� � � � � � � � 



 �
�����  ��� 	 � � � 
 �
�
�	��� � � 	 �

 � � � (10)

Huvitav on märkida, et antud juhul ei sõltu konstandi
�

väärtus klassist � � .
Käesoleva töö autor on näidanud, et selle näite korral

� 	 
 � � 	 �
�
� � 	 � � � � �

�
�
��� ��

��� �
� �
�
�
�
 ����� �
	�� � � � � � � � 	

	 � � � � � � � �
���
��
 ��
��� �

� � 	 �
�

�
�
 ����� �
	�� � � � ��
 � � � � �

(11)

kus
� 
 � �� � , tõestus jääb mahu tõttu sellest artiklist välja. Kui

�
ja
� 	 arvutada

otse valemitest (4), (5) ja (7), siis tuleb selleks arvutada �
	 � � � � � iga � � � �
ja � � � � korral, mis teeb kokku

# ��� # � # � � # 
  � �  � 
  � 
 � korda. See
on aga võimalik vaid väikeste � ja � korral. Kasutades valemit (11) ning selle
valemi tuletamise käigus leitud algoritmi

�
� � � � leidmiseks on võimalik andmete

� stohhastiline keerukus klassi � � suhtes välja arvutada lineaarses ajas � � � � .
Samuti tuletas autor valemi

� 	 leidmiseks näites 3 toodud tõenäosuslike mu-
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delite klassi ��� jaoks:

� 	 
 �
��� � �
��

� � �
�� � � � � � ��� � � � � � � � �

�
	�� � � � � � � � � ��
��� �

� � �  � �
� � � �

�
� �
�

�

� � �
�
�
�
� � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � � 	 (12)

	 � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�
� � � � � � � � � � � � 	

	 � � � �
�

�
�
� � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � 
 � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �

Näide 8 Rakendame üheosalist MDL-i, et leida, milline klassidest ��� , � � ,
� � ,

� � �
, � � vastab andmetele � 
 ��������������������������������������������������������������� kõi-

ge paremini. Mudeliklasside ��� kohta leidsime näites 5 väärtusele
� 
 �

vas-
tava väärtuse

� � �
�
�
� �

. Nüüd jääb veel leida
� 	 valemist (11) ja seejärel stoh-

hastiline keerukus
��� � � � � valemist (8). Mudeliklassi �	� korral tuleb leida

� 	
valemist (12) ning seejärel stohhastiline keerukus valemist (9). Tulemused on ära
toodud tabelis 2.

8. Kokkuvõte

Induktiivsel järeldamisel ja parima mudeli valikul on üheks võimalikuks lähe-
nemissuunaks informatsiooniteooria rakendamine. Selle vaatenurga järgi loetakse
parimaks järelduseks ehk mudeliks see, mis võimaldab anda lähteandmetele lühi-
ma kirjelduse. Kolmogorovi keerukuse baasil loodud mudel võimaldab enamikel
juhtudel küll parimat pakkimist, kuid paraku pole see mudel algoritmiliselt leitav.
Praktilisema lahenduse pakub MDL-printsiibi kaheosaline versioon, mille järgi on
parim mudel see, mis minimiseerib mudeli kirjeldamiseks ja mudeli alusel and-
mete kirjeldamiseks kuluva bittide arvu summa. Paraku tuleb selleks ise valida
meetod, kuidas kirjeldamine teostada (on olemas teatavad üldised nõuanded). See
muudab MDL-printsiibi rakendamise tulemuse sõltuvaks kasutaja valikutest, mis
võib olla halb, sest kasutajal võib olla andmeid näinuna eelistus teatavate mudeli-
te suhtes. Üks võimalus ühte kasutatavat koodi „automaatselt” valida on jaotises
5 kirjeldatud meetod mudelist koodi saamiseks. Samas tuleb ka sel juhul valida
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Tabel 2: Andmete � 
 ��������������������������������������������������������������� stohhastiline kee-
rukus mudeliklasside � � � � � � � � � � � �

� ��� suhtes.
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kasutajal vähemalt ühe parameetri (kas
�

või
�

) väärtus. Käesolevas töös on va-
litud minimaalne täisarvuline

�
, millele leidub vastav

�
. Võimalusi on ka muid,

vt. näiteks (Grünwald 1998).
Kuna kaheosaline versioon MDL-ist kasutab kahte eraldi koodi andmete ja

mudelite jaoks, siis on tulemus kaugel optimaalsest. Üheosaline MDL kasutab ko-
deerimisel ühtset, stohhastilise keerukuse koodi. Nõnda tekib olukord, kus kodee-
rimine ei toimu enam kasutades üht mudelit, vaid tervet mudelite klassi. Üheosa-
list MDL-i kasutataksegi seepärast mudeliklasside võrdlemiseks. Näitest selgub,
et stohhastilise keerukuse leidmine ei ole triviaalne ülesanne, seepärast kasutatak-
se üheosalisele MDL-ile mitmesuguseid lähendeid (Baxter & Oliver 1994), mis
on omaette uurimisteema ja jäi siinsest tööst välja.

Näitena on käesolevas töös uuritud bitistringide perioodilisi ja tõenäosuslikke
mudeleid. Leitud on seos parameetrite

�
ja
�

vahel, mis võimaldab hõlpsasti ra-
kendada MDL-printsiipi suvaliste andmete korral. Selle näite kohta on leitud stoh-
hastilise keerukuse arvutamist lihtsustavad valemid, need on esitatud tõestuseta.
Tulevikus võiks selle näite kohta teha põhjalikemaid võrdlusi erinevate meetodite
vahel, uurida võiks parameetrite

�
ja
�

väärtuste valiku mõju tulemustele.
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