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Ulevaade kisitleb eelkdige Bayesi vorku kui kogutud teadmuse mudelit. Sealjuu-
res ignoreerime téielikult teadmiste kogumise probleemi. Teadmuse kogumiseks
on kaks alternatiivset teed: ekspertide pohjalik intervjueerimine ning automaat-
ne Ooppimine néidetest. Eri 1ihenemised tiiendavad teineteist. Juhtudel, kus eks-
pert ei suuda oma otsuseid ratsionaalselt pohjendada, on loomulik Bayesi vorgu
treenimine. Samas nouab treenimine ilma eelteadmisteta paljudel juhtudel liiga
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Kokkuvote

Uheks kaasaegse matemaatika paeluvamaks haruks on Bayesi statistika
ning selle analiiiisimeetodid. Kesksel kohal nii teoorias kui ka praktikas on
erinevate mudelite — tdendosusjaotuste — konstrueerimine. Mudel peab
adekvaatselt kajastama meie teadmisi uuritavast objektist. Uks suhteli-
selt lihtne, kuid samas viga efektiivne metodoloogia on Bayesi vorgud.
Meetodi tuumaks on pohjuslike seoste kajastamine orienteeritud graafina
ning selle hilisem analiiiis.

Bayesi vorke on edukalt kasutatud nii ekspertsiisteemides kui masinop-
pes, sest struktureeritud lihenemine lubab lihtsalt kirjeldada eelteadmisi
ning erinevaid toendosuslikke mudeleid. Kui ekspertsiisteemid kirjeldavad
vaid aprioorset toendosusjaotust, siis treenitavad Bayesi vorgud on véime-
lised néidetest oppima. Kahjuks peame oma iilevaates piirduma vaid toe-
nédosusjaotuse midramise ning arvutamisega seotud probleemidega, jéittes
kisitlemata treenimise ning sellega seotud probleemid.

Ehkki ehituselt on Bayesi ja neurovérgud sarnased, siis sellega sar-
nasus piirdub — Bayesi vork kirjeldab alati tGendosusjaotust, samas kui
neurovorgud kannavad endas suvalisi funktsioone.

Esmalt anname liihiililevaate Bayesi statistika alustest ning kirjeldame
Bayesi vorgu semantikat. Seejirel keskendume praktikas iiliolulisele kesk-
mistamise probleemile, mille iiheks lahenduseks on klikipuu ning klikkidele
vastavate toendosusjaotuste leidmine.

Saateks

palju niited ning seetottu on ekspertarvamus hidavajalik.

Lisaks teadmuse kirjeldamisele voib Bayesi vorku kasutada ka n&htuste mo-
delleerimiseks, kuigi piir nende eesmérkide vahel on higune. Teadmuste kirjeldus

112



on reeglina staatiline, kuid mudeleid kasutatakse eelkoige Gppimiseks, sealjuu-
res valitakse paljude erinevalt seadistatud Bayesi vorkude vahel. Nii staatilisel
kui diinaamilisel juhul on tarvis efektiivselt arvutada erinevaid toendosusjao-
tusi, seetottu on iilevaate labivaks probleemiks vastavate meetodite kisitlemine.
Nailiselt lihtsate ekspertsiisteemide nagu Microsoft Office Assistant toimimise
taga on keeruline teooria. Olgu siinjuures kurioosse korvalpoikena mainitud, et
Bayesi vorkudel on tulevikku ka Bill Gatesi arvates [Hel96].

Materjali koostamisel l1dhtusime eelkdige kiisimusest miks ja alles seejirel kii-
simusest kuidas. See moneti ebaharilik 1ihenemine toob kaasa detailide rohkuse
ning lugejal on kasulik hoida silme ees {ildist {ilesehitust. T66 jaguneb neljaks
peamiseks osaks.

e Toen#osus kui ebakindluse moot. Et mdista Bayesi vorgu semantikat on
oluline kisitleda toendosust kui ebakindluse mootu. Seetottu alustame lithi-
kesest filosoofilisest ning praktilisest sissejuhatusest Bayesi statistikasse.

e Pohjuslikud seosed ning soltumatus. Kuigi Bayesi vorgu kirjeldus on ime-
lihtne, siis selle peidetud struktuuri kasutamine noéuab teoreetilisi tulemusi.
See sunnib vaatama ldhemalt tinglikku soltumatust ning selle abstraktsiooni
— soltumatuste graafi.

e Bayesi vorgu teisendamine. Lihtsate graafiteoreetiliste operatsioonidega
saab avada Bayesi vorgu peidetud struktuuri, millel pohinevad edasised arvu-
tused. Toome sisse Bayesi vorgu moraali ning klikipuu maisted.

e Uhisjaotuste arvutamine. Esmalt kirjeldame tulemusi, mis lihtsustavad
keerukaid tihisjaotusi. Seejérel toome dra konkreetse arvutusskeemi.

Ulevaade ei kata kaugeltki koiki Bayesi vorgu téipse analiiiisiga seotud kii-
simusi. Kindlasti tuleks eraldi kisitleda konkreetsete alamiilesannete lahenda-
miseks kasutatavaid algoritme. Teine palju suurem ning kahtlemata olulisem
valdkond on Bayesi vorkude treenimine, alates otsestest meetoditest 16petades
EM-algoritmi ja Monte-Carlo simulatsioonimeetoditega. Kuid iga selline teema
nouab omaette iilevaadet.

2 Toenaosus kui ebakindluse moot

Uheks keskseks filosoofiliseks kiisimuseks kaasaegses matemaatikas on tdensosu-
se maiste interpreteerimine. On kiillalt raske vastata kiisimusele, miks on kulli
ja kirja toendosus 1/2 ning mida see ikkagi tdhendab. Aksiomaatiline toendo-
susteooria kujutab endast mehhaanilist arvutusreeglite kogu, kus tGenfosuste
vidrtused ning nende leidmine on teooriaviline. Toendosuse tolgendamisel ja-
gunevad arvamused kahte leeri. Objektiivse toendosuse pooldajad (frequentists)
eeldavad, et maailmas leidub igal huvitaval siindmusel iiheselt m&iratud tde-
n#osus ning see ilmneb katset 10pmatult korrates. Teise darmuse jargi pole ob-
jektiivset toendosust olemas, on olemas vaid iiksikisiku veendumusi kajastav
subjektiivne ebakindlus.

A priori pole selge, et ebakindlus (uncertainty) peaks rahuldama téenidosu-
sele esitatavaid aksioome. Loomulikult pole seda voimalik ka iildjuhul toestada.
Seetottu tuuakse sisse ratsionaalne uskumus (belief ), mis idealiseerib inimmais-
tust. Erinevatest aksiomaatikatest lihtsamini moéistetav on 1937 aastal de Finetti
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poolt pakutud Dutch book argument — ratsionaalselt motlev indiviid ei tohi
aktsepteerida kihlvedusid, mis on talle kahjulikud iga 16pptulemuse korral.

Naiteks voib fikseerida jargmised reeglid. Alice ja Bob vbivad omavahel miiiia
veksleid. Iga veksel on seotud siindmusega, mille toimumisel peab viljaandja
maksma, ithe krooni. Kui siindmust ei toimu, siis on veksel kehtetu. Veksleid
voib miiiia, osta ja vahetada.

Kui koigi 1opptulemuste hulk on {2, siis méoduteooriast tuntud mdotuvate
siindmuste hulka F saab kéisitleda kui lubatud kihlveosiindmuste hulka. Alice’i
ebakindluse modduks p voime lugeda veksli minimaalse miiligi- voi maksimaal-
se ostuhinna (on loomulik lugeda mélemad hinnad vordseks). Usna lihtne on
toestada omadused:

(PO) siindmuse ebakindlus p(A) ei soltu selle esitamise viisist;

(P1) siindmuse ja vastandsiindmuse ebakindluste summa on konstantne
p(A) + p(A°) = const;
(P2) teineteist vilistavate siindmuste ebakindlus on aditiivne
ANB=10 = p(AUB) = p(A) + p(B).

Uhte ja sama siindmust saab kirjeldada mitmel moel. Niiteks kulli saamine
miindiviskel on samaviirne viitega, et katsel ei saadud kirja. Seetdttu kind-
lustab omadus (P0) ebakindluse iithesuse. Selle toestamiseks vaatame olukorda,
kus siindmused A; ja A, toimuvad alati samaaegselt. Kui p(4;) < p(4,), siis
saab Bob Alice’ile miiiia veksli Vg(As) hinnaga p(As) ning osta Alice’lt veksli
V(A1) hinnaga p(A4;). Kuna moélemad siindmused toimuvad alati korraga, siis
pole veksleid vaja vélja lunastada, samas teenib Bob alati p(Az2) — p(A;) krooni
puhast kasu. Teiste kihlveoskeemide véiljamotlemise jitame lugejale iseseisvaks
iilesandeks. Muuseas on oluline eeldada, et F on o-algebra.

Omadused (P0)-(P2) kindlustavad, et p on korrektselt defineeritud ja adi-
tiivne moot, kus kindla siindmuse téendosus P(2) = const. Et oluline on vaid
erinevatele siindmuste ebakindluste vahekord, siis voime ebakindluse normeeri-
da 0 ja 1 vahele!. Niisiis kui siindmuste {ihendhulk Q on 16plik, on ebakindlus p
toendosusmoot.

Kui siindmuste hulk £ on lopmatu, siis peab ebakindlus olema tilalt pidev:

(P3) iga stindmuste jada Ay C Ay C---C A, C--- korral

li_>mp(Az~):p(A), A=A UAU---UAU---

Teisisonu peab Alice oma otsustes olema jarjepidev. Vorduse vasak pool kirjel-
dab olukorda, kus Alice taiendab vekslit lisaklauslitega ning parem pool vekslit,
milles on koik tingimused korraga iiles loetud. On loomulik et mélemad protses-
sid viivad sama 16pphinnani ehk pole vahet kui kaua votab aega veksli tingimuste
tapsustamine.

Loomulikult soltub ratsionaalse Alice ebakindlus tema eelnevatest teadmis-
test. Pole ju motet panustada kirjale teades, et miindil on kaks kulli. Ebakindlust
siindmuse A suhtes, kui on toimunud (teada) siindmus B tahistatakse p(A|B).
Néiteks p(paike|vihm) tdhistab paikesepaiste tdendosust (ebakindlust), kui on

! Tegelikult peab meie defineeritud mudelis p(Q) = 1.
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teada vaid see, et viljas sajab vihma. Aksiomaatilises tGendosusteoorias vastab
sellele tinglik tGendosus, mis on defineeritud vorduse p(B)p(A|B) = p(A, B)
abil. Onneks kehtib ebakindluse korral lisaks vormilisele ka sisuline sarnasus,
mida saab toestada kasutades nditeks kihlveoskeeme.

Teoreem 1 (Bayesi teoreem). Iga sindmuste paari A ja B korral kehtib

p(A)p(B|A) = p(4, B) = p(B)p(A|B).

Tulemus seab olulise kitsenduse ratsionaalsele uskumusele ning voimaldab
formaliseerida ratsionaalse jareldamise protsessi. Reeglina ei onnestu teadusli-
ku eksperimendi kiigus leida otsitava suuruse tdpset vaartust. Olgu X otsitav
suurus ning D eksperimendi kiigus moodetud suurused, siis saame tulemuseks
toendosusjaotuse

p(X = 2|p) = PPIX =2 =0) i — yp(x = o).
p(D)
Valemi vasak pool kirjeldab Alice’i arvamust suuruse X viidrtusest peale eksperi-
menti ning paremal olev liige p(X = x) Alice’i veendumust, et otsitav suurus on
x enne katset. Liiget p(D|X = z) nimetatakse toeparaks (likelihood). Vorduses
esinev mirk o tdhistab seda, et vasak ning parem pool erinevad teineteisest
konstandi vorra — on proportsionaalsed X varieerimisel.

Kuna erinevatel indiviididel on erinevad uskumused, siis jareldused katsest
séltuvad meie eelteadmistest! Vastolu objektiivsusega on niiline — teaduslik
eksperiment peab olema laialdaselt aktsepteeritav. Ehk teisisonu 16ppjareldused
peavad olema sarnased soltumata isiklikest eelteadmistest.

Klassikaline statistika ei tunnista aprioorset téendosust p(X = z) ning ki-
sitleb vaid toepdra p(D|X = z). Fikseerides p(X = z) = const langeb Baye-
si statistika kokku klassikalise statistikaga, seetottu on selle rakendusvaldkond
veidi laiem. Teiseks erinevuseks on analiiiisi 16pptulemus. Klassikaline statisti-
ka annab reeglina tulemuseks punkt- voi vahemikhinnanguid nagu keskmine ja
veapiirid. Bayesi statistika ainus lubatav resultaat on toendsusjaotus ning igasu-
gused jareldused viljuvad teooria piirest. Seetottu on Bayesi statistika loomulik
kaaslane otsustusteooria (decision theory).

Praktika seisukohalt olulisimaks erinevuseks on efektiivsus, reeglina viib jar-
jekindel Bayesi printsiibi rakendamine arvutuslikult keerukate probleemideni,
mille lahendamine on osutunud véimalikus vaid Monte-Carlo simulatsioonimee-
toditega. Edasise huvi rahuldamiseks soovitame Bayesi statistikat kisitlevaid
monograafiad [BT92, GCST03].

3 Soltumatud katsed ning keskmistamine

Kontseptuaalselt pole Bayesi statistika midagi muud kui jirjekindel Bayesi teo-
reemi rakendamine. Tulemuseks on alati téendosusjaotus, kusjuures on oluline
vaid selle kuju mitte jaotuse poolt kaetud pindala. Tihti loobutakse seetottu
jaotuse normaliseerimisest, kuna kontstantsete kordajate hiilgamine lihtsustab
oluliselt avaldisi.

Jargnevalt vaatleme iiht lihtsaimat katseskeemi — soltumatute katsete see-
riat. Vaatleme niite korras kulli ja kirja viskamist. Olgu katseseerias saadud
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tulemused kodeeritud jadana (ds,...,d,), kus d; € {0,1}. Katse mudeliks loe-
me, et iga 4 korral p(d; = 1) = ¢, kus ¢ on meile tundmatu parameeter. Kuna
katsed on soltumatud, siis saame

k
pldy,..,dnlg) =T q(1—¢q)---(1-q) =¢* 1 —g)"F,

~ vl

~"

n—k

kus k on iihtede (kullide) arv katsetes. Ulesande tiielikuks lahendamiseks peame
méiirama uskumist kajastava eeljaotuse®. Niiteks voime postuleerida, et g on
tihtlaselt voetud ldigust [0, 1], siis saame 16pptulemuseks jaotuse

p(q|d1a s adﬂ) X qk(l - q)nika

Samas kui meil on kindlaid andmeid g € [0.75, 1], saame 16ppjaotuseks

k n—k :

p@%HJMm{ﬂlq)7 kui ¢ € [0.75, 1),

0, kui g € [0,0.75).
Jargnev joonis 1 nditab vastavaid tdendosusjaotusi, kuin = 10, k = 5 jan = 100,
k = 50. Jooniselt ilmneb eelduse g € [0.75, 1] ja katseseeria omavaheline vastolu
— kui eeljaotuse viirtus on suur, siis on toepara nullilihedane. Tekib loomulik
kiisimus, kas revideerida antud tulemuste valguses eeldust ¢ € [0.75, 1] v0i mitte.
Kui eeljaotus peegeldab meie “toelisi” uskumusi, siis teooria garanteerib 1opptu-
lemuse korrektsuse — tulemuse muutmine oleks irratsionaalne ning voimaldaks
Bobil meilt raha vélja petta. Tegelikkuses pole kiisimusel lihtsat vastust, sest vé-
ga raske kui mitte voimatu on leida meie uskumusi kajastavat eeljaotust. Teisalt
voib kergekieline eeljaotuse muutmine “ilustada’” tulemusi ning anda véimaluse
enesepettuseks. Seetottu on adekvaatset eeljaotuse probleem iiks tidhtsamaid nii
Bayesi teoorias kui ka praktikas.

Onneks kehtib iildine kooskéla tulemus. Kui tegelikkusele vastava mudeli
M timbruses on eeltéendosus nullist erinev, siis soltumatute katsete arvu kas-
vades laheneb p(Mg) — 1, kus koondumine toimub tdendosuse jargi. Maakeeli
tdhendab see, et kui me ei vilista koheselt diget tulemust, siis piisava arvu katse-
te jirel koondub toendosusmass tegelikkusele vastava mudeli imbrusesse, vilja
arvatud erandlikud juhud, mida juhtub {iliharva. Niiteks ei saa kuidagi vilistada
juhtu, et katseseeria koosneb vaid kullidest, isegi kui ¢ tegelik vaartus on 0.5.

Tulles tagasi kulli ja kirja viskamise juurde voime loomulikult kiisida, milline
on kulli saamise toendosus jargmisel katsel. Sealjuures peame arvestama nii
registreeritud katsed kui eeljaotust. Otseseselt ei oska me vastavat tdGendosust
avaldada, kiill aga suudame leida aposterioorse iihisjaotuse

n—k

PWnt1 = 1,ay1,- - Yn) = P(Un+1 = Ua)p(alys,-- - yn) = - " (1 = @)™ *p(g).

Kuna meid huvitab vaid y,41 vdartus, siis peame keskmistama tulemuse iile
koigi ¢ vaartuste

1
p@m=u%mwm=/m%ﬂ=mmmhuwwq
0

?Kuna matemaatiliselt korrektne nimetus aprioorne tdensosusjaotus on kohmakas, siis siin
ja edaspidi kasutame eeljaotust.
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Jaotus p(q|y1s- - » yip)n=10jak =5 Jaotus p(q|y1,- -, yig) n=10jak =5
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Joonis 1: Kulli saamise aposterioorne toendosus erinevate eeljaotuste ning kat-
seandmete korral. Vasakpoolsed graafikud vastavad tihtlasele eeljaotusele [0, 1]
parempoolsed iihtlasele eeljaotusele [0.75, 1]. Katkendlik joon vastab eeljaotusele
ning pidev aposterioorsele jaotusele.

Leides vastavad integraalid, saame katseandmete ning esimese mudeli korral
kulli toendosuseks p(yn = ].|y17 . ;le) = p(lel = ].|y1, . 7y100) = ]./2 Tei-
se mudeli korral on see mirgatavalt suurem p(y11 = 1|y1,--.,¥10) =~ 0.792 ja
p(y101 = 1ly1,---,Y100) = 0.757, sest meie aprioorne uskumus oli tugevalt kal-
lutatud kulli poole.

Enamasti tuleb mudeli tGendosusjaotust p(M|D) keskmistada iile iileliigsete
parameetrite, mis viib kas integraalini

oo

p(z|D) = /p(w,le)dy= /p(DIw,y)p(w,y)dy

—00

voi summani (kodunud integraalini)

p(|D) =" p(z,y;|D) =Y _ p(Dlz,y:)p(z, ys),
=1 =1

kui iileliigne parameeter on diskreetne.

Keskmistamine ongi Bayesi statistika Pandora laekaks. Uhelt poolt lubab
keskmistamine lahendada koik ette tulevad probleemid, teisalt muutuvad arvu-
tused keerukaks ning tulemused pole sageli analiiiitilised. Samas hoiab eeljaotuse
kasutamine tihti dra {iledppimise (overfitting), sest kaalutud keskmise korral 14~
hevad koik mudelid tulemuse ennustamisel arvesse.
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4 Pohjuslikud seosed

Bayesi statistika tiheks raskemaks probleemiks on teadmiste formaliseerimine.
Vihegi keerukamatel juhtudel on raske voi koguni voimatu leida toendosusjao-
tust, mis kirjeldaks meie uskumisi adekvaatselt. Milline on néiteks teie subjek-
tiivne uskumus, et 1dhima kiimne aasta jooksul tabab Maad tuumasdda? Vi
kui suur on toendosus, et te voidate iimbermaailmareisi 123 kiiguga?

Umbermaailmareisi korral saab vastuse leidmiseks teha méngust mudeli —
kirjeldada koikvoimalikke nuppude paigutusi ning erinevate kiikude tGen&osusi.
Midagi analoogset saab teha subjektiivsete tdenfdosuste korral. Reeglina suuda-
vad inimesed kiillaltki edukalt leida ning hinnata pohjuslikke seoseid ning nende
tugevust. Tuumasdja puhul tuleb lihtsalt leida erinevad stsenaariumid ning neid
kiivitavate slindmuste tdendosus. Peamiseks analiiiisi vahendiks on keeruka siis-
teemi dekomponeerimine arusaadavateks pohjuslikeks seosteks. Loomulikult ei
lahe selline protsess alati valutult. Erinevad otsustusteooria (decision analysis)
koolkonnad on avaldanud mitmeid pohjalikke uurimusi, kuidas hinnata objek-
tiivselt subjektiivset tGendosust [SvHT5, Ker91] ning milliseid psiihholoogilisi
eriparasid tuleb selle juures arvestada [Wan98, Wil94].

Uheks siindmuste omavahelist struktuuri graafiliselt illustreerivaks mudeliks
on Bayesi vork. Selle loomulik graafiline mérgikeel voimaldab ka matemaatika-
kaugel eksperdil kirjeldada oma intuitiivseid teadmisi. Selleks piisab pohjuslike
seoste kirjeldamisest ning nende varustamisest tdendosustega.

Definitsioon 1. Bayesi vork (belief network) on tsiikliteta orienteeritud graaf,
mis médrab dra juhuslike suuruste X = (X, Xo,...,X,,) ihisjaotuse. Graafi
tippudeks on juhuslikud suurused X, X3,..., X, ning kaared kirjeldavad poh-
juslikke seoseid tippude vahel. Iga juhusliku suuruse X; ja selle eellaste Pa(X;)
korral on méiratud tinglik tdendosus p(X;|Pa(X;)).

Klassikaline Bayesi vorkudel pohinevate ekspertsiisteemide rakendusvald-
kond on meditsiin, tuntumad neist on pathfinder [HHN92b, HHN92a] ja intelli-
path®. Teiseks niiteks toome programmi Microsoft Office Assistant [HBH 98],
mille analiiiisivoime pohineb Bayesi vorkudel. Enamasti ei piirduta vaid eksper-
tide teadmistega, vaid piiiitakse vajalike tGenfosusi tdpsustada treeningandmete
pohjal, kuid selle kisitlemine viljub antud materjali piiridest.

Juhuslikud suurused saab jagada kahte klassi, meid huvitavad parameetrid
ning vihemtihtsad suurused — hiiperparameetrid. Viimaste viirtus meid ot-
seselt ei huvita, kuid nende olemasolu muudab mudeli kirjeldamise lihtsamaks.
Naiteks pangalaenu tagasimaksmine soltub inimese ametialasest edukusest 1&-
hima 5 — 10 aasta jooksul, kuid seda ei saa otselt moota. Kiill aga saab seda
ennustada teiste teadaolevate andmete pohjal. Kuna meile on oluline vaid laenu
tagasimaksmine mitte ametialane edukus, siis peame keskmistama {ile erinevate
voimaluste. Keskmistamine iile hiiperparameetrite muudabki arvutused Bayesi
vorgus tehniliselt t66mahukaks.

Paljudel juhtudel on erinevad tegurid grupeerunud ning seetottu omandab
mudel hierarhilise kuju. Niiteks nakkushaiguste levik s6ltub viga paljudest te-
guritest, kuid laias laastus médrab selle arstiabi kvaliteet, elutingimused ning
kultuurilised eripdrad. Reeglina on tingimused {ihe riigi piires sarnased. Mudeli

3 Intellipath on pathfinder-i kommertsiaalne kloon.

118




Riik Elutingimused Nakkused

D /O\o
O/o// O
o
ol =
@) T Sa 74
\ . o P
o—>0 hﬁ /

Joonis 2: Hierarhilised kihid Bayesi vorgus

saab lithidalt kokku votta hierarhiana
ritk = elutingimused — nakkused.

Esimese ldhendusena on see piisav, kuid loomulikult saab mudelit muuta palju
detailsemaks. Lisades ning tépsustades erinevaid kvantitatiivseid tegureid, mis
kirjeldavad arstiabi, elukvaliteeti ning véliskeskonna moju, saame tulemusena
keerulise Bayesi vorgu. Monedel juhtudel puudub osadel tippudel kindel t&-
hendus, me ei suuda neid interpreteerida hoomatavate moistetena nagu vanus,
kesmine sissetulek jms.

Keerukamad mudelid on tdpsemad, kuid iihes tdpsusega kasvab ka hiiper-
parameetrite arv. Ehkki suhteliselt lihtne on leida vastavat tihisjaotust, on tun-
duvalt keerulisem leida meid huvitavate parameetrite toendosusjaotust — ana-
liiitiline lahend voib {ildse puududa. Teiseks muudab hiiperparameetrite arv
keskmistamise viga todmahukaks.

Diskreetsete jaotuste korral on lahend alati leitav, kuid parameetrite arvust
tingitud arvutusmaht on siiski aukartustdratav. Niiteks juba iile 20 binaarse
hiiperparameetri korral on véimalike vadrtustuste hulk iile miljoni ning seetot-
tu on oluline leida efektiivne keskmistamise viis. Kiisimus taandub iihisjaotuse
faktoriseerimisele — selle esitamisele mitme viiksema jaotise korrutisena.

5 Tinglik soltumatus ja selle omadused

Bayesi vorgu koostamisel ning selle analiilisis on olulisel kohal tinglik soltuma-
tus, mis lubab analiiiisida keerukaid seoseid erinevate juhuslike suuruste vahel.
Koik efektiivsed keskmistamise meetodid pohinevad soltumatusel.

Definitsioon 2. Juhuslike suuruste hulgad A ja B on tinglikult séltumatud
juhuslike suuruste hulga C suhtes, kui teades juhuslike suuruste hulga C' viir-
tusi, on suurused hulkades A ja B omavahel s6ltumatud. Liihidalt tdhistame
tinglikku soltumatust I(A, B|C) ja tinglikku s6ltuvust D(A, B|C).

Niiteks palavik ja koha on tugevas korrelatsioonis, olles kiilmetushaiguste
simptomiks. Kuid teades, kas patsiendil on kurguvalu voi mitte, on molemad
simptomid teineteisest soltumatud. Antud materjali piires tegeleme diskreetsete
voi absoluutselt pidevate juhuslike suurustega, millel toendosusjaotuse méirab
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téielikult tihedusfuntsioon*. Seetottu on juhuslike suuruste hulgad A ja B ting-
likult s6ltumatud parajasti siis kui iga juhuslike suuruste vasrtustuse A, B ja C
korral lahutub tihedus

P(A,BIC) = p(AlC)p(BIC) = p(A|B,C) = p(A[C).

Siinkohal on paslik meenutada, et diskreetsel juhul on tiheduseks elementaar-
stindmuste toendosus p(A4) = Pr[A = A].

Moneti {illatavalt voib tinglik soltumatus minna kaotsi keskmistamisel ja
edasisel tipsustamisel. Selle illustreerimiseks vaatame kolme binaarset juhuslik-
ku suurust a, b ja c¢. Suurus ¢ on voetud iihtlase jaotusega p(c = 1) = 1/2 ning
a ja b tihisjaotus on esitatud tabelina. Esimeses niites on I(a,b|c), kuid a ja b
ithisjaotus ei ole soltumatu. Tuletame meelde, et sdltumatuse korral on tabeli
element rea- ja veerusumma korrutis.

c=0 c=1 c="7
1 |a\b] 0 1 41 a\b| 0 1 _ a\b| 0 1
2 0 1 0 2 0 | 1/4 1/ 0 |s5/8 18
1 0 0 1 1/4  1/4 1 1/8 1/8

Teises naites keskmistub soltuvus D(a,b|c) vilja ning a ja b on eraldi vGttes
soltumatud.

c=0 c=1 c="7
1 la\b| 0 1 4oL a\b| 0 1 _ a\b| 0 1
2 0 0 1,2 2 0 [12 O 0 |1/4 1/4
1 172 0 1 0 172 1 1/4  1/4

Intuitiivselt tdhendab séltumatus I(a,b|c) seda, et a vAdrtus ei anna uut lisain-
formatsiooni b kohta, kui teame ¢ vadrtust. Seda silmas pidades pole séltumatuse
kadumine keskmistamisel iillatav, lisainformatsiooni ¢ puudumisel voib a tead-
mine paljastada b vddrtuse. Teine néiide illustreerib tuntud fakti, et erinevate
andmete kombineerimisel voib nende toestusvadrtus suureneda.

Bayesi vorku on kodeeritud kahte tiilipi informatsiooni: pohjuslikud seosed
kaartena ning nende kvantitatiivne kirjeldus tinglike toendosustena. Kaared eri
tippude vahel kannavad endas lokaalset soltuvuste kirjeldust ning seetottu saab
graafi analiilisimiseks kasutada vaid tingliku s6ltumatuse nelja pohiomadust:

(11) siimmeetria (symmetry) — hulkade jarjestus ei mojuta soltumatust
I(A,B|C) <« I(B,A|C);
(12) lahutatavus (decomposition) — alamhulgad périvad séltumatuse
I(A,BUB,|C) = I(A,Bi|C);
(I3) nork laiendatavus (weak union) — séltumatus siilib liikmete fikseerimisel
I(A,BiUB,|C) => I(A,B;|CU B,);
(T4) taanduvus (contraction) — soltumatus kandub ahelas edasi

I(A,B|01UCQ)/\I(A,CQ|01) — I(A,BUCQ|01)

4Tiheduse méiste kasutamine {ihtlustab antud kontekstis tihiseid ning on teoreetiliselt igati
pohjendatud, vaata raamatut [Bil95, lk. 213, 419-425].
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Esimene omadus tuleneb otseselt definitsiooni siimmeetriast. Intuitiivselt ta-
sandilt vaadates on ka lahutatavus ilmne, informatsiooni kasutamata jittes ei
saa meie teadmiste hulk suureneda. Nork laiendatavus postuleerib fakti, et po-
le oluline kas me saame informatsiooni korraga C'U By vdi tiikkkide C' ja Bs
kaupa. Ning taanduvus iitleb, et kui suurused A ei anna mingit informatsiooni
suuruste B kohta teades suurusi Cy U C3 ning suuruste Cy koik vadrtused on
vordvoimalikud teades C ja A, siis pole suurustest Cs arutlustes kasu.

Teise omaduse formaalseks tdestamiseks oletame vastuviiteliselt, et leiduvad
vadrtustustused A, B ja C nii, et p(A, B1|C) # p(A|C)p(B1|C). Vottes hulgaks
B> juhuslike suuruste By koikvoimalikud vaédrtustused on tulemuseks vastuolu
tingliku soltumatusega

p(A, B1 x B3|C) = p(A, B1|C) # p(A|C)p(B1|C) = p(AIC)p(By x B2[C).

Kolmanda omaduse toestamiseks piisab vidrtuste p(Bz|C) # 0 vaatlemisest, sest
vastasel korral pole tinglikud toendosused méiaratud. Siit saame

A, B, Bz|C
P B1IC,B) = P — pCop(B 8, €) = Al Ba)o(Eh C.5)

sest lahutatavuse tottu p(A|C) = p(A|C, B2). Neljanda omaduse toestus on ilmne
P(A, B,C2|Cy) = p(B, C2|C1)p(A| B, ¢2,C1) = p(B,C2|C1)p(A|C1).

Lisaks eelpool toodud tingimustele on olemas kolm olulist lisaomadust, mida
tadidavad vaid osad jaotused:

(I5) loikemomadus (intersection) — nork laiendatavus on pédratav
I(A,B;|CUB2) ANI(A,Bs|C'UBy) = I(A, By U Bs|C);
(I6) tugev laiendatavus (strong union) — tapsustamine siilitab soltumatuse
I(A,B|C) = I(A,B|CUD);
(I7) tugev transitiivsus (strong transitivity) — tipp d ei soltu mitmest hulgast
I(A,B|C) = I(A,{d}|C) v I(B,{d} |C).

Tugev laiendatavus ja transitiivsus on vaga spetsiifilised, voib julgelt delda, et
enamus jaotusi pole tugevalt laiendatavad ega transitiivsed. Kuid 16iketingimuse
kehtimiseks piisab, kui tihedusfunktsioon on igas punktis positiivne. Kui iga
vidrtustuse By ja Bs korral p(By, B2|C) # 0, siis saame

p(B1, B2|C)p(A|B1,C) = p(A, By, B2|C) = p(B1, B2|C)p(A|B2,C),

millest p(A|B1,C) = p(A|Ba,C). Teisisonu ei soltu avaldis vidrtustustest By ja
Bs ning seega

p(A|Bh B,,C) = P(-A|Bl7 €)= P(A|C)-

Formaalseks toestuseks paneme tihele, et

pALC) = / D(A, Bo|C)dBs = / P(BaIC)p(AIB1,C)dBs = p(AlBy,C).
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Io(A, B|C) Dg(A, B|C)
Joonis 3: Tipuhulkade s6ltuvus ning séltumatus graafis

6 Soltumatuste kirjeldamine graafina

Kuna s6ltumatus on siimeetriline omadus, siis on loomulik kasutada selle kirjel-
damiseks orienteerimata graafe. Samas pohineb Bayesi vork orienteeritud graa-
fil. Siit 1ahtuvalt on tarvis lahendada kaks iilesannet: anda tingliku s6ltumatus-
te kirjeldus Bayesi vorgus ning leida sobiv lihtgraaf, mis kirjeldab séltumatust.
Alustame lihtsamast — soltumatuse kirjeldamisest lihtgraafina. Jargnevas on
kesksel kohal tipuhulkade kolmiku séltumatus graafis.

Definitsioon 3. Olgu A, B ja C orienteerimata graafi G tipuhulgad. Tipuhulk
C eraldab omavahel tipuhulgad A ja B, kui iga tee tippude a € A ja b € B vahel
ldbib mdnda tippu hulgast C. Sellist tipuhulkade kolmikut nimetakse soltuma-
tuks ja tihistakse Ig (A, B|C). Vastasel korral nimetakse kolmikut sGltuvaks ja
téhistakse Dg(A, B|C).

Olemuselt on tinglik soltumatus kvalitatiivne ning ei soltu konkreetsetest
toendosuste arvvairtustest Bayesi vorgus, vaid nende omavahelisest vahekorrast.
Seega on loomulik vGtta selle mudeliks lihtgraaf tipuhulgaga X'.

Definitsioon 4. Graafi G nimetatakse juhuslike suurustele X vastavaks tdpseks
soltuvuste graafiks (perfect-map), kui tipukolmik A, B, C on s6ltumatu parajasti
siis, kui vastavad juhuslikud suurused on tinglikult s6ltumatud, see tdhendab

I¢(A, B|C) = I(A, B|C).

Kahjuks pole igal Bayesi vorgul (iihisjaotusel) tdpset sSltumatuste graafi.
Joonisel 4 toodud kolm binaarset juhuslikku suurust ei oma tépset soltuvuste
graafi. Sest iihelt poolt peaks tippude a ja b vahel olema serv, kuna D(a, b|c),
kuid serva lisamine 13heb vastuollu a ja b soltumatusega. Tapseid soltuvuste
graafe omavatel jaotustel on olemas lihtne kirjeldus.

Teoreem 2. Juhuslike suuruste X iihisjaotusel on olemas tapne séltuvuste graaf
parajasti siis, kui jaotus rahuldab eelpool sénastatud tingimusi (I1)-(I7).

TOESTUS. Tdestuse voib leida Gutierrez’e ja Hadi opikust [CGHI7]. O

Kuna graafis kehtib alati tugev laiendatavus, siis on omadus (I6) valtimatu.
Tugev transitiivsus (I7) hoiab &ra joonisel 4 kujutatud vastuolud. Sisuliselt vé-
listab tugev loiketingimus koik Bayesi vorgud, milles mitu kaart suubuvad iihte
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tippu. Et enamus jaotusi ei rahulda nii rangeid noudeid, siis tuleb defineerida
ohutud aproksimatsioonid.

Definitsioon 5. Graaf G on juhuslike suurustele X vastav soltumatuste graaf
(I-map), kui igale soltumatule kolmikule I (A, B|C) vastavad juhuslikud suu-
rused on tinglikult soltumatud, see tdhendab

Ig(A,BIC) =  I(A,B|C).

Definitsioon 6. Graaf G on juhuslike suurustele X vastav soltuvuste graaf (D-
map), kui igale s6ltuvale kolmikule D¢ (A, B|C) vastavad juhuslikud suurused
pole tinglikult s6ltumatud, see tdhendab

D¢(A,B|IC) =>  D(A,B|C).

Kuna tiisgraafis pole iihtegi mittetriviaalset soltumatut kolmikut ja nullg-
raafis pole soltuvusi, siis leiduvad igal iihisjaotusel alati ohutud aproksimatsioo-
nid. Ulimaks eesmiirgiks on leida minimaalne séltumatuste graaf ning maksi-
maalne soltuvuste graaf. Seda realiseerivat algoritmi vaatame jargmises peatiikis
koos tingliku soltuvuse kirjeldusega.

7 Bayesi vorgu moraal

Bayesi vorgu moraaliks voetakse voimalikult tdpne s6ltumatuste graaf. Esim-
ese sammuna leiame minimaalse s6ltumatuste graafi kirjelduse. Selleks vaatame
kolme erineva rangusega Markovi tingimust.

Definitsioon 7. Graaf tippudega X rahuldab tihisjaotuse p(X) suhtes:

(PM) Markovi paaritingimust (pairwise markov property), kui puuduv serv ti-
pude X; ja X; vahel viitab X; ja X; tinglikule soltumatusele X \ {X;, X;}
suhtes ehk Ig(X“le.)( \ {X“XJ}) > I(X“X]|X \ {X“X]}),

(LM) lokaalset Markovi tingimust (local markov property), kui X; ja X \ {X;}
on tinglikult s6ltumatud tipu X; naabritehulga Bd(X;) suhtes ehk

I (X, X\ { X} |BA(X5)) = I(X;, X\ {X:}|B(X3));

(GM) globaalset Markovi tingimust (global markov property) kui graaf on s6l-
tuvuste graaf ehk Iz (4, B|C) = I(A, B|C).

Siinjuures tuletame lugejale meelde, et X; naabriteks on tipud, millel on
tipuga X; iihine serv. Neist omadustest on kergesti kontrollitav vaid Markovi

c=a-b
{0,1}aao/\ be{0,1} g4

Joonis 4: Niide Bayesi vorgust, millel pole tipset sdltumatuste graafi
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paaritingimus, teiste kontrollimine on suuremate graafide korral raske, kui mit-
te voimatu. Ilmselgelt kehtib implikatsioonde jada (GM) = (LM) = (PM),
kuid vastupidised implikatsioonid iildjuhul ei kehti. Seetottu tuleb séltumatus-
te graafi konstrueerimist alustada Markovi paaritingimuse kontrollimisest ning
seejirel lisada omaduste (LM) ja (GM) taitmiseks vajalikud servad. Ilmneb, et
l6iketingimust rahuldavate jaotuste korral piisab paaritingimuse rahuldamisest.

Teoreem 3. Kui ihisjaotus rahuldab eelpool sénastatud tingimusi (11)-(15), siis
on Markovi paaritingimus samavdadrne globaalse Markovi tingimusega.

TOESTUS. Toestus on &dra toodud lisas 1. O

Kaared Bayesi vorgus paljastavad tipupaare, mis ei rahulda paaritingimust.
Nii viitab kaar X; — X, enamasti soltuvusele D(X;, X;|X \ {X;, X;}). Kuid
leidub erandeid, néiteks kui leidub tipp X = Xj, siis on tipud X; ja X; ting-
likult s6ltumatud. Ka samasse tippu suubuvad kaared X; — X; ja X; = X
viitavad enamasti soltuvusele D(X;, X,;|X \ {X;, X;}), mida illustreerib joonis
4. Erandiks on siin néiteks juhuslikud suurused a, b ja ¢, kus ¢ on voetud iiht-
laselt hulgast {0,1,2} ning binaarsed juhuslikud suurused a ja b on mairatud
tabeliga.

c 0 1 2
pla=1Jc) | 1/10 | 1/10 | 4/10
p(b=1|c) | 1/10 | 3/10 | 2/10

Niiiid tinglikust soltumatusest ¢ suhtes jareldub a ja b soltumatus, kuid suuruse
¢ jaotus sltub siiski mdlemast tipust ehk D(a, {b,c}|0) ja D({a,c},b|d). Seega
jaotuse Bayesi vork vastab joonisele 4, kuid tippude a ja b vahele pole serva vajal

Ulaltoodud kontraniidete tottu pole minimaalse sdltumatuste graafi konst-
rueerimine Bayesi vorgu topoloogiast 1ahtudes voimalik isegi siis, kui kui kehtib
loiketingimus. Samas saame topoloogiast ldhtudes iildjuhul parima aproksimat-
siooni.

Definitsioon 8. Bayesi vorgu G moraaliks nimetatakse lihtgraafi G™, kus iga
kahe tipu X; ja X; vahel on serv parajasti siis, kui X; ja X; vahel on kaar voi
leidub tipp X} nii, et tippudest X; ja X; ldhtuvad kaared tippu Xj.

Teoreem 4. Bayesi vorgu moraal on séltumatuste graaf.
TOESTUS. Teoreemi toestus on toodud lisas 1. O

Tinglikult voib seoseid Bayesi vorgus madista teineteist mdjutavate tegurite
jadana, kus tippudel pole oma eellastele mingit moju. Seda silmas pidades saame
kiillaltki objektiivse sGltumatuse definitsiooni.

Definitsioon 9. Me iitleme, et tipuhulgad A ja B on d-eraldatud (d-separated)
hulga C poolt, kui A ja B on eraldatud hulga C poolt tipuhulga AU B U C
eellashulgale vastava vorgu moraalis (An(AU B U C))™, kus

An(AUBUC) = {z : leidub suunatud tee z ~ AUBUC}.

Kuna tipuhulkade A, B ja C eellashulgale vastav alamgraaf on ka Bayesi
vork, siis jareldub tipuhulkade d-eraldatusest ka nende séltumatus, kuid iildjuhul
vastupidine implikatsioon ei kehti. Sellest hoolimata annab d-soltumatus lihtsa
viisi tingliku soltumatuse tuvastamiseks.
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Teoreem 5 (d-eraldatuse kirjeldus). Bayesi virgu tipuhulgad A ja B on
d-eraldatud tipuhulga C suhtes, kui iga tee korral alusgraafis hulgast A hulka B
on tdidetud ks kahest:

(D1) teel leidub tipp X; € C nii, et mélemad kaared pole vastakuti tipus X;;
(D2) teel leidub vastakuti olevate kaartega tipp X;, mis pole C' eellane.

TOEsTUS. Tingimus (D1) vélistab sama tee eellasgraafi graafi moraalis. Tingi-
mus (D2) kindlustab, et tippu X ei vaadelda soltumatuse kontrollil. Kui graafis
leidub tee, mis ei rahulda tingimusi (D1) ja (D2), siis esiteks kuulub see tee eel-
lasgraafi. Teiseks avab tingimus (D1) moraalis mé6dapédisud hulga C tippudest
antud teel. Ja eellasgraafi moraalis tdpselt neid tippe ldbiv tee, mis on vastuolus
soltumatusega. O

8 Triangulatsioon ning klikipuu

Eespool saadud tulemused voimaldavad, meil keskenduda iihisjaotuse faktorisee-
rimisele. Keskset rolli hakkab méngima Bayesi vorgu moraal ning sellest saadud
klikipuu. Kuid esmalt fikseerime lihtsa, kuid olulise tulemuse.

Teoreem 6. Séltumatuste graafi servade lisamisel jaab graaf ikkagi séltumatuste
graafiks.

TOEsTUS. Kuna servade lisamine ei kaota iihtegi teed tipuhulkade A ja B vahel,
siis tipuhulkade soltuvus siilib lisamisel. Teisisonu uusi soltumatuid tipukolmi-
kuid juurde ei tule. O

Jargneva teoreetilise kasitluse illustreerimiseks vaatame lihtsat mingu, kus
eesméirgiks on saada kaks jirjestikust kulli maksimaalselt kolmel viskel. Kui
esimesel katsel tuleb kull, siis peab méingija voitmiseks saama ka teisel katsel
kulli. Kui esimesel katsel tuleb kiri, siis peavad jirgmised katsed andma kulli.
Kodeerides kulli {ihena ning kirja nullina, saame mingu Bayesi vorgu esitada
joonisena 5. Tipud X5 ja X3 ei vasta otseselt katsetele: X5 vastab ainuvoimaliku

X4:X2'X3 X4

X

p(Xg =1|Xy =1) =1

X3 Xo Xs

p(Xo =1|X1 =1) =1/2

p(Xg =1|X; = 0) = 1/2 p(Xg = 1|Xq = 0) = 1/2

Xl Xl
p(X1 =1)=1/2

Joonis 5: Kahe kulli mingu Bayesi vork ja selle moraal

kullide paari esimesele ja X3 teisele komponendile. Bayesi vorgu definitsioonist
ldhtuv lahendus oleks keskmistada iile X7, X5 ja X3 vidrtuste

P(Xa=1)=Y"3"> p(X1, X5, X3, X, = 1).

X1 X2 X3
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Kuid see on iildiselt liiga t66mahukas — summa liikmete arv on eksponentsiaal-
ne, seetottu iiritatakse alati ihisjaotust faktoriseerida.

Uhisjaotuse faktoriseerimisel on eesmirgiks leida véimalikult viiksed indeksi-
te hulgad 7;,Z5,...,Z, ja potentsiaalifunktsioonid f; nii, et

p(X1, Xo, ..., Xp) = Hfj(xzj), Xz, ={Xili € I;} .
j=1

Paljud voimalikud faktoriseeringud on triviaalsed, niiteks valem
p(X1, Xa, ..., Xy) = p(X1)p(X2| X1)p(X3] X2, X1) - - p(Xn| X1, Xa, ..., Xiny)

el anna mingisugust eelist keskmistamisel. Niidet iildistades loeme faktorisee-
ringu triviaalseks kui indeksite hulgad saab jarjestada nii,et 7y C 7, C ... C Z,.
Loomulikult leidub jaotusi, millel pole mittetriviaalseid faktoriseeringuid. Ker-
ge on taibata, et selliste Bayesi vorkude moraaliks on téisgraaf. Kui téisgraaf
esineb uuritavas graafis alamgraafina, siis nimetatakse selle tippe klikiks. Tei-
sisénu kliki iga kahe erineva tipu vahel on serv. Uldiselt annavad séltumatuste
graafi klikid mérku juhuslike suuruste komplektidest, millel enamasti pole mit-
tetriviaalseid faktoriseeringuid. Veelgi enam, kui jaotuse tihedusfunktsioon on
igas punktis positiivne, saab {ihisjaotust alati esitada klikkide vdartustustele
vastavate potentsiaalide korrutisena.

Teoreem 7 (Grimmett’i esitus). Kui ihisjaotuse tihedusfunktsioon on ran-
gelt positiivne, siis leiduvad potentsiaalifunktsioonid ¢c : Xo — R, C € C nii,
et

p(X1,Xs,...,Xn) = ] do(Xo),
ceC

kus C on koigi maksimaalsete klikkide hulk.

ToOEsTUS. Taielik tdestus on toodud ara niiteks Paget’i doktorit6os [Pag99].
O

Meie uuritavas néites on klikkideks @, {X1}, {X2}, {X3}, {X4a}, {X1, X},
{Xl, Xg}, {XQ, X4}, {X3, X4}, {Xl, Xg, X3} ja {Xz, X3, X4} Neist maksimaal-
sed on vaid viimased kaks. Seega kui Grimmeti teoreemi eeldused oleks téide-
tud®, siis saaks iihisjaotuse esitada kujul

p(X1, X2, X3, Xy) = ¢1 (X1, X2, X3) - 2(X2, X3, Xy).

Grimmett’i esitust tuntakse ka Gibbs’i jaotuse ja Markovi viljade ekvi-
valentsiteoreemina. ToOestuses konstrueeritud potentsiaalidel ¢c pole kergesti
hoomatavat tdhendust. Meie 1ihimaks eesmargiks on leida selline soltumatuste
graaf, mille korral on potentsiaalidel selge tdhendus — klikile vastav toendosus-
jaotus. Kuid ennem peame tegema graafiteoreetilise korvalepoike ning definee-
rima klikigraafid.

Definitsioon 10. Graafile G vastava klikigraafi G tippudeks on maksimaalsed
klikid C4,Cs,...,Cy ning klikkide C; ja C; vahelisteks servaks (eraldajahul-
gaks) loeme nende mittetiihja 16iget S;; = C; N Cj.

5Selle, miks Grimmeti teoreemi eeldused pole tiidetud, jitame lugejale iseseisvaks pohjen-
damiseks.
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Meie niite korral on klikigraafis kaks tippu {X;, X», X3} ja {Xs, X3, X4},
mille vahel on serv {Xs, X3}. Jargnevas hakkavad meid huvitama graafid, mil-
le klikigraafideks on puud voi “peaaegu” puud. Selleks defineerime erikujulise
graafide klassi, mille korral lubame endale teatud servade eemaldamist.

Definitsioon 11. Graafi maksimaalsete klikkide jada C1,Cs, ..., C,, rahuldab
jagamatu loike tingimust, kui iga klikile C}, vastav tihisosa Cy N (C1U---UCk_1)
sisaldub iihes eelnevas klikis C;, j < k. Graafi klikipuu koosneb maksimaalsetest
klikkidest, kuid iga kliki C}, ja sellele eelnevate klikkide vahele jatame alles vaid
suurima mittetiihja 16ike C, N Cj, j < k.

Kui graafi klikigraafiks on puu, siis langeb see kokku klikipuuga. Kuid kli-
kipuu definitsioon véimaldab osad korduvad klikigraafi servad eemaldada. Igal

EB EB
BN B~
ABC —— BCD ABC ——  BCD
BC BC

Joonis 6: Jagamatu 16ike tingimusega klikigraaf ning vastav klikipuu

graafil pole klikipuud, viikseimaks néiteks on neljane tsiikkel. Probleemi lahen-
daks serv, mis {ihendaks vastastippe. Seda tiilipi servi, mis ithendavad tsiikli
kahte mittejarjestikust tippu, nimetatakse kdooludeks. Ilmneb, et vihemalt nelja
tipuga tsiiklite lohkumine kooludega on tarvilik ja piisav klikipuu olemasoluks.

Definitsioon 12. Trianguleeritud graafi iga tsiikkel, milles on vihemalt neli
tippu, omab koolu.

Teoreem 8. Sidusal graafil on klikipuu parajasti siis, kui ta on trianguleeritud.

TOESTUS. Olgu graafis on ilma kooluta tsiikkel, milles on vihemalt neli tippu.
Lihtne on moista, et tsiikkel ei saa taielikult kuuluda iihtegi klikki. Teisalt moo-
dustavad tsiikli teele jadvad klikid meta-tsiikli ning jagamatu 16ike tingimus on
rikutud.

Kui ei leidu klikipuud, siis peab leiduma vihemalt neljane metatsiikkel, mille
klikke ei saa sobivalt jarjestada (kolmene tsiikkel vastab klikile ja vastuolu ei
tekil). Vaatame lithimat metatsiiklit ning selle servi. Kuna klikkide 16iked on
mittetiihjad, siis saame vastava pikkusega tsiikli ka esialgses graafis. Et graaf on
trianguleeritud, siis leidub kool ning see on vastuolus metatsiikli minimaalsuse-
ga. ([l

Trianguleerides Bayesi vorgu moraali, saame klikipuuga graafi. Loomulikult
vastab minimaalse servade arvuga trianguleeritud graaf parimale ohutule aprok-
simatsioonile, millel on klikipuu. Kahjuks on minimaalse trianguleeritud graafi
leidmine N'P-raske iilesanne ning sellepirast kasutatakse erinevaid ahneid algo-
ritme nagu Kjaerulff’i heuristika [Kzer90]. Onneks on meie niitegraaf on juba
trianguleeritud kujul. Samas on trianguleeritud graafides klikkide otsimine liht-
sam, selleks saab kasutada erikujulisi algoritme [Gol80].

Iga eraldajahulk indutseerib klikipuu téieliku lahutuse 7 = 7;U75, kus 77 ja
T2 on servaga eraldatud alampuud. Jargnev tulemus annab votme {ihisjaotuse
faktoriseerimiseks.
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Lemma 1. Tipuhulgad A, ja As, mis vastavad klikipuu tdielikule lahutusele,
on tinglikult soltumatud alampuude vahelise eraldajohulga suhtes.

TOEsTUS. Olgu alampuude vaheline eraldajahulk S. Lihtne induktsioon {ile li-
satud klikkide annab, et erinevatest alampuudest voetud klikkide 16ige kuulub
eraldajahulka S.

Suvaline tee tipuhulgast A; tipuhulka A, peab sisaldama serva, mille iiks
ots kuulub tipuhulka A; ning teine A,. Kahtlemata peab antud serv kuuluma
monda klikki ja seega serva tipud samasse hulka. Kuna A; N Ay = S, siis iiks
serva otspunkt on hulgas S. O

See lihtne lemma, sillutab teed teooria solmtulemusele, millele on rajatud
efektiivne keskmistamine iile erinevate juhuslike suuruste.

Teoreem 9 (Klikipuu potentsiaalide esitus). Kui soltumatuste graafile vas-
tab klikipuu, siis faktoriseerub thisjaotus vastavalt klikkide ja eraldajahulkade
toendosusjaotustele

P X, %) = [T 29 = ] p(malsi),

kus eraldajahulk Sy on kliki C) ning sellele eelnenud klikkide vaheline serv ning
]aakhulk Rk = Ck \ Sk.

ToEsTUs. Uldsust kitsendamata vaatame sidusaid soltumatuste graafe. Toes-
tuseks piisab, kui ndidata vordust p(Rg|Rk—1,.--,R1) = p(Ry|Sk). Lemmast 1
saame, et C} ja Cy U - --Cg_1 on tinglikult s6ltumatud Sy suhtes, mistottu

P(Rg|C1 U -+ -Cr_1) = p(Ry|Sk).
O

Niiliselt siilitu teoreem annab tohutut arvutuslikku kokkuhoidu. Kui meid
huvitavad parameetrid kuuluvad {ihte klikki, siis voime keskmistada vaid selle.
Kui muutujad on mitmes klikis, siis on iihisjaotuse leidmine veidi keerulisem.
Kuid ikkagi saab mitteoluliste klikkide potentsiaali ignoreerida, valides vasta-
valt klikipuu potentsiaalide esitusele minimaalse arvu iihisjaotuse taastamiseks
vajalikke klikke. Meie niiteiilesande korral saame niiiid esituse

(X1, X, X3)p(Xa, X3, Xy)

X1, Xo,X3,Xy) =
p( 1,22,A3, 4) p(XQ,X3)

Ning meid huvitava toenidosuse arvutamiseks peame leidma p(Xs, X3, X4) ning
keskmistama ainult iile X, ja X3.

9 Kilikkidele vastavate iihisjaotuste leidmine

Eelnevad tulemused kindlustavad klikipuu olemasolu. Sealjuures on klikipuu
konstrueerimisel moned nipid, mis vihendavad edasist arvutusmahtu. Vastavad
algoritmid on toodud iilevaateartiklites [HD96, JJ94], kuid nendega tutvumise
jatame lugejale iseseisvaks iilesandeks.

Klikkidele vastavad potentsiaalid rahuldavad kooskolatingimusi, kusjuures
need on piisavad ning tarvilikud.
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Teoreem 10. Iga klikipuu potentsiaalid rahuldavad kooskolatingimusi:

(LK) lokaalne kooskéla (local consistency) — iga kliki C ja selles sisalduva
eraldajahulga S korral

/ 6c(Xo)dXp = ¢s(Xs), R=C\S;

(GK) globaalne kooskéla (global consistency) — potentsiaalid vastavad tihisjao-
tusele

P(Ck)
p(Sk)

p(X1,Xs,..., Xn) =[] (1)
k=1

Kooskola tingimused on tarvilikud ja piisavad potentsiaalide fikseerimiseks.

TOEsTUS. Tarvilikkuseks paneme téhele, et kliki potentsiaali ¢c(X) = p(X¢)
keskmistamine annab

/p(XC)dXR =p(Xs), R=C\S.

Teisalt on globaalne kooskola ilmne, kuna lokaalselt kooskdlalised potentsiaalid
defineerivad tihisjaotuse vastavalt valemile (1). Globaalse kooskéla tottu on see
otsitav {ihisjaotus. O

Kui muutujad X on diskreetsed, siis kodub integraal summaks ning iihisjao-
tused saab salvestada tabelitesse. Lokaalse ja globaalse kooskola saavutamiseks
kasutatakse kolme erinevat votet. Pohimotteliselt pole algoritm piiratud disk-
reetsete juhuslike suurustega, kuid jaotusi peab olema voimalik salvestada ning
keskmistada. Uheks selliseks sobivaks pidevaks jaotuseks on normaaljaotus.

Esimeseks sammuks on potentsiaalide initsialiseerimine. Selleks voetakse klik-
kide potentsiaalid ¢~ = 1, sama tehakse eralajahulkadega ¢s = 1. Iga tipu X;
korral otsitakse klikk C, mis sisaldab X; ja eellasi Pa(X;), ning parandatakse
kliki potentsiaali

pc(X) = o (X)p(Xi|Pa(X;)).

Klikk C' leidub tinu moraali konstruktsioonile! Kuna iga tipp toob valemisse
(1) sisse parandusliikme p(X;|Pa(X;)), siis kehtib globaalse kooskéla tingimus,
kuid lokaalne kooskola on reeglina rikutud.

Lokaalse kooskdla saavutatakse naaberklikkide mojutamisel 14bi eraldajahul-
kade. Uhte sellist vastasm&ju nimetatakse teateks (message) ning teate edasta-
mine klikkide C' ja D vahel koosneb kahest etapist.

old

1. Keskmistamine. Salvestakse eraldajahulga potentsiaal ¢%“ ning leitakse
uus

[stxrixn=oxs), R=C\s

2. Neelamine. Kliki D potentsiaaliks voetakse

¢D = ¢D%a
S

sealjuures loetakse 0/0 = 0.
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Info kogumine Korralduste jagamine

g 1 2

5 1 2
é/oiozl,/f/ 3. < . / O
/

Joonis 7: Kooskola saavutamise kampaaniad

Et teate edastamisel muutub vaid eraldajahulga ning kliki D potentsiaal, siis
vordus

G _ o b5 080 _ o

997~ 93703 65~ s
kindlustab globaalse kooskdla.

Lokaalne kooskdla saavutatakse kahe kampaaniaga. Esmalt kogutakse toes-
tusmaterjal juurtippu ning seejiirel saadetakse korraldused tagasi lehtedesse.
Puu juurtipuks on kasulik votta klikipuu tsenter, sest siis on teed puu lehtede-
ni lithimad ning arvutusvigade moju on vaiksem. Tdestusmaterjali kogumiseks
saadavad esmalt lehed teateid vahetutele iilemustele. Iga vahetipp edastab teate
oma {ilemusele alles siis, kui koik teated alluvatelt on neelatud.

Toestusmaterjali jagamisel saadab juurtipp teated oma alluvatele, need oma-
korda oma alluvatele. Jillegi ei saada iikski tipp teadet enne oma teate neelamist.

Teoreem 11. Pdrast toestusmaterjali kogumist ning selle laialisaatmist on ra-
huldatud nii globaalne kui lokaalne kooskola tingimus.

TOEsTUS. Teoreem toestatakse induktsiooniga iile klikipuu tippude. Vaatame
vaid toestuse olulisemat fragmenti — sGnumite vahetust kahe tipu vahel. Olgu

¢s=/¢chR, ¢{9:/¢DdX}IQ, R=C\S, R =D\S§,

siis pérast teist sonumit on ¢ = ¢'sdg/ ¢"Sld ja kooskola kehtib D ja S vahel.
Teisest kiiljest

/ ) o / . f;;éfd X5 = Plsbs /B30,

Sama arutelu kehtib ka mitme alluva korral ning sealjuures ei pea tipuhulgad
olema klikid.

Taielikuks toestuseks tuleb eraldada lehe {ilemus ning vaadata selle sonumi-
vahetust. Kuid tadpsemad detailid jatame lugejale. O

Kuigi kampaaniad ise voivad olla kulukad, on arvutuslik kokkuhoid markimis-
viadrne — iga keskmistamisel hiiljatud parameeter vihendab keerukust korda-
des. Erinevate toenédosuste leidmiseks piisab lihest kampaaniast. Teisest kiiljest
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lubab arvutusmahu kahanemine kasutada keerukamaid Bayesi vorke — tépse-
maid statistilisi mudeleid. Sealjuures tuleb tunda piire: igast valdkonnas saab
luua ekspertsiisteemi, kuid kaugeltki mitte koik neist pole vajalikud.

Tulles tagasi meie niite juurde on pdrast initsialiseerimist saadud jaotuste
tabelid ilma nullideta jargnevad.

Klikk {X1, X5, X3} Klikk {Xs, X35, X4}
X1 X X3 P X X3 Xy p
0 0 * | 1/8 0 0 0 1
0 1 * | 1/8 0 1 0 1
1 1 0 | 1/4 1 0 0 1
1 1 1 |1/4 1 1 1 1
Lokaalne kooskola saabub kohe parast esimest teadet, sest X» ja X3 médravad
theselt Xj4.
Klikk {X1, X2, X3} Klikk {Xs, X3, X4}
X1 X2 X3 p X2 X3 X4 p
0 0 * | 1/8 0 0 0 | 1-1/8
0 1 % |1/8 0 1 0 |1-1/8
1 1 0 | 1/4 1 0 0 | 1-3/8
1 1 1 |1/4 1 1 1 |1-3/8

Ning meid huvitava kahe jarjestikuse kulli tdendosus p(Xy = 1) = 3/8.

10 Taiendava toestusmaterjali kasutamine

Bayesi vork kajastab meie aprioorset uskumust, mille keskmistamisel saame
meid huvitavate parameetrite toendosusjaotuse. Lisaks aprioorsele uskumuse-
le voib aja jooksul kerkida esile uut ja huvitavat informatsiooni — tiiendavat
toestusmaterjali. Seega on igati oigustatud kiisimus, kuidas muudab tdiendav
informatsioon meie uskumust. Ka sellele kiisimusele annab vastuse Bayesi valem.
Olgu aprioorne jaotus p(d, ), kus meie téestusmaterjal D kiib parameetrite ¢
kohta. Meid huvitab seega aposterioorne toendosus

p(D|¢)p(6, )

p(6,41D) = P18

o« p(D|¢)p(6,¢),

kus p(D|¢) kvantifitseerib toestumaterjali vidrtust ning p(D) on toestusmater-
jali tdistoepara (complete data likelihood). Ning kontseptuaalselt on probleem
lahendatud.

Praktiliseks lahendamiseks piisab, kui tdiendame Bayesi vorku nii, et see
kannaks normeerimata téendosusjaotust p(D|¢)p(6, ). Teisisonu tuleb muuta
klikipuu initsialiseerimisprotseduuri.

Vaatame esmalt lihtsaimat juhtu, kus toestusmaterjal maarab taielikult para-
meetrite ¢ vidrtused 2%, i € 1. Klikid initsialiseeritakse standardsel viisil,
seejarel leitakse igale parameetrile X; € ¢ vastav klikk ning tehakse parandus

0, kui X; # 29,

bo(X) = {¢C(X), kui X; = 9.
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Klikkide potentsiaalid on globaalses kooskdlas jaotusega p(8,1) = 1°*) ning
seega annab teadete edastamise kampaania vajalikud marginaaljaotused kons-
tandi p(¢ = 1°%%) tipsusega. Toendosuse p(1) = 1°%%) saame lihtsalt esialgse
jaotuse p(0,9 = ¢°%) keskmistamisel iile §. Meie niiteiilesande korral nullib
teadmine X; = 1 paljud tabeli read ning kampaaniad annavad tulemuseks

Klikk {Xl,Xg,X;,)} Klikk {XQ,X3,X4}
X1 Xo X3 | p Xo X3 Xy p
1 1 0 |14 1 0 0 |1.1/4
1 1 1 |14 1 1 1 |1-1/4

ja oodatud vastus on p(X4 =1) = (1/4)/(1/4+ 1/4) = 1/2.
Nork soltumatu toestusmaterjal koosneb soltumatute siindmuste tdendosus-
test p(D;|X;), i =1,...,k. Niiid on igale tipule X; vastav parandus

¢c(X) = ¢c(X)p(D;i|X;)

ning tulemuseks on normeerimata toendosusjaotus p(D|¢)p(d,1). Meie niite
puhul voiks norgaks toestusmaterjaliks olla méngija naeratus peale esimest viset.
Oletame, et meie mingija naerataks toendosusega 1/2 peale kirja saamist ning
toenédosusega 3/4 peale kulli saamist. Niiiid vottes arvesse norka toestusmaterjali
saame uued algtabelid

Klikk {X;, X5, X3} Klikk {X5, X3, X4}
X1 X2 X3 p Xg X3 X4 p
0 0 «x |1/8-1/2 0 0 0 |1
0 1 % |1/8-1/2 0 1 0|1
1 1 0 |1/4-3/4 1 0 0|1
1 1 1 |1/4-3/4 1 1 1|1

ning parast lokaalset kooskola saavutamist on tulemuseks

KIikk (X1, X2, X3 KIikk {Xs, X3, X4
X1 Xo X3 | p X X3 X4 | p
0 0 * 1/16 0 0 0 1/16
0 1 * 1/16 0 1 0 1/16
1 1 0 |36 1 0 0 | 1/4
1 1 1|36 1 1 1| 14

Seega peaks kahe kulli saamise tdenfosus olema 2/5, mis suurem kui lisatead-
miseta saadud toendosus 3/8 ja vdiksem, kui teadmises X; = 1, leitud toendo-
sus 1/2.

Kui p(D|v) soltub mitmest parameetrist, siis on moistlik Bayesi vorku lisada
tipp D seda midravate eellastega ning téendosusjaotusega p(D|v¢). Taiendatud
Bayesi vorgus vastab toestusmaterjal parameetrite fikseerimisele.

Toestusmaterjali saab ka iteratiivselt lisada, siis on voimalik osad vahetule-
mused siilitada. Lisaks sellele saab dra kasutada mitmeid véimalusi arvutuste
optimeerimiseks, moningaid vihjeid ning edasisi viiteid pakub Huang ja Darwic-
he tilevaateartikkel [HD96].
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11 Kokkuvotte asemel

Loodan, et iilevaade pakkus lugejale esmase mulje Bayesi vorkudest. Loomuli-
kult ei kata see kaugeltki koiki Bayesi vorkudega seotud probleeme, tegelikult on
see vaid kontseptsioonide esmatutvustus, mille aluseks on Duke’i iilikooli sta-
tistika kursus [Pe099]. Nii saab igast analiiisi osast: vorgu konstrueerimisest,
moraali trianguleerimisest, klikkide leidmisest ning potentsiaalifunktsioonidest
kirjutada eraldi iilevaate.

Palju huvitavamaid rakendusi pakuvad treenitavad Bayesi vorgud, niiteks
rampsposti filtrid. Lihtsaimal juhul vastab vorgu treenimisele kaarte toendo-
suste p(Xi|Pa(Xi)) automaatne madramine. See toob endaga kaasa suurima
aposterioorse toepdra printsiibi voi lile mudelite keskmistamise. Pahatihti ka-
sutatakse arvutusmahu piiramiseks ligikaudseid Monte-Carlo meetodeid nagu
Gibbs’i ja Metropolis’e algoritme v6i hoopiski EM-algoritmi.

Olemasoleva teooria ja rakenduste hulka vaadates tuleb Bill Gates’iga ndus-
tuda — Bayesi vorkudel on tulevikku.

Viited

[Bil95] Patrick Billingsley. Probability and Measure. Probability and Mat-
hematical Statistics. Wiley and Sons, third edition, 1995.

[BT92] George E. P. Box and George C. Tiao. Bayesian Inference in Sta-
tistical Analysis. Wiley and Sons, 1992.

[CGH97] Enrique Castillo, Jose Manuel Gutierrez, and Ali S. Hadi. Expert
Systems and Probabilistic Network Models. Springer, 1997.

[GCST03] Andrew Gelman, John B. Carlin, Hal S. Stern, Donald B. Rubin,
and A. Gelman. Bayesian Data Analysis. CRC Press, 2003.

[Gol80]  Martin Charles Golumbic. Algorithmic Graph Theory and Perfect
Graphs. Academic Press, New York, 1980.

[HBH*98] E. Horvitz, J. Breese, D. Heckerman, D. Hovel, and K. Rommel-
se. The lumiere project: Bayesian user modeling for inferring the
goals and needs of software users. In Proceedings of the Four-
teenth Conference on Uncertainty in Artificial Intelligence, pages
256-265, 1998. Rohkem informatsiooni Lumiere projekti kohta saab
http://research.microsoft.com/ horvitz/lum.htm.

[HD96] Cecil Huang and Adnan Darwiche. Inference in belief networks: A
procedural guide. International Journal of Approzimate Reasoning,
15:225-263, 1996. Kattesaadav veebist.

[Hel96]  Leslie Helm. Improbable inspiration. Los Angeles Times, October
28 1996. Lobus artikkel Microsofti arendust6ost.

[HHN92a] D. Heckerman, E. J. Horvitz, and B. Nathwani. Toward normative
expert systems I: The PATHFINDER project. Methods of Informa-
tion in Medicine, 31(2):90-105, June 1992. Kahjuks kittesaamatu.

133



[HHN92b] D. Heckerman, E. J. Horvitz, and B. Nathwani. Toward normative

[3394]

[Kzer90]

[Ker91]

[Pag99]

[Pe099]

[SvHT5]

[Wan98|

[Wilo4]

expert systems: Part I the pathfinder project. KSL 92-66, Stanford
University, 1992. Kéttesaadav veebist.

Finn V. Jensen and Frank Jensen. Optimal junction trees. In Procee-
dings of the Tenth Conference on Uncertainty in Artificial Intelli-
gence, pages 360-366, 1994. Kéttesaadav veebist.

Uffe Keerulff. Triangulation of graphs — algorithms giving small
total state space. Technical Report 90-09, Aalborg University, 1990.
Kattesaadav veebist.

G. Keren. Calibration and probability judgments: Conceptual and
methodological issues. Acta Psychologica, 77(3):217-273, 1991. Kah-
juks kittesaamatu.

Rupet D. Paget. Nonparametric Markov Random Field Models for
Natural Texture Images. PhD thesis, University of Queensland, Feb
1999. Kittesaadav veebist.

Mark Peot. Sta 294: Special topics belief networks. Loengukonstpek-
tid, 1999. Vaata lihemalt http://wuw.stat.duke.edu/courses/
Spring99/sta294/.

C. Spetzler and C. Stael von Holstein. Probability encoding in deci-
sion analysis. Management Science, 22(340-358), 1975. Kahjuks
kittesaamatu.

Hongbin Wang. Order effects in human belief revision. PhD thesis,
Ohaio State University, 1998. Annab iilevaate ning sisaldab palju
viiteid antud ainevallale.

Alyson G. Wilson. Cognitive factors affecting subjective probability
assessment. Discussion Paper 94-02, Duke University, 1994.

134



12 Lisa 1: Toestused

Teoreem 12. Kui tGhisjaotus rahuldab tingimusi (11)-(15), siis on Markovi paa-
ritingimus samavadrne globaalse Markovi tingimusega. By, c B

/

TOESTUS.

(PM) = (LM)

Loikeomadus lubab seostest I(X;, By|X \ (X;UB1)) ja I(X;, B2|X \ (X;UBy))
jireldada I(X;, By U Bs|X \ (X; U By U By)). Véttes arvesse koik X; seotud
Markovi paarid, saamegi I(X;, X' \ {X;} |Bd(X;)).

(LM) = (GM)

Toome sisse tdhistuse A° = X\ (4 U Bd(A)) ning nditame et iga tipuhulga A
korral kehtib I (A4, A°|Bd(A)). Esmalt iga tipuhulga A ja B korral

T(A, A°|Bd(A)) AT(B, BY|BI(B)) = I(AU B, (AUB)|Bi(A) UB(B)).  “HA4) BB
See tuleneb otseselt norgast laiendatavusest ning taandatavusest. Teisalt jillegi
Bd(A) UBd(B) = Bd(AUB)U D, kus D C AU B. Kuna kehtib I(C, D|Bd(A U

B) U (AU B)), siis l1ikeomadusest saame
I(AUB,(AUB)‘|BI(AU B)).

Kuna lokaalne Markovi omadus kindlustab I({a}, {a}® |Bd(a)), saame kdiki selli-
seid seoseid arvestades niidata, et I(A, A°|Bd(A)). Vaatleme niiiid graafis olevat
soltumatut kolmikut A, B ja C. Kuna C on eraldaja, siis leidub hulk A C Aq
ja mille piiriks on C. Saab niiteks hulga A laiendamisel kuni C' elementideni.
Lihtne on taibata B C A§ ning eelnevast I(Aq, A§|C) = I(A, B|C). O

Teoreem 13. Bayesi vérgu moraal on séltumatuste graaf.

TOESTUS. Iga tipukolmiku A, B ja C korral Bayesi vorgu moraalis, piisab,
kui vaatame vaid tippe, millest leidub suunatut tee hulkadesse A, B voi C.
Ulejasinud tipud ei tule A, B, C' iihisjaotuse avaldamisel arvesse.

Toestame viite esmalt tipukolmiku A, B ja C korral, kus C C Nd(A U B)
(mittejérglaste hulk). Téhistame siimboliga A+ koigi A tippude eellashulka, mis
on saadud hulga A laiendamisel kuni tipuhulgani C. Paneme téhele, et AT N
Bt = ) ja iga tipu a € AT vanemad kuuluvad kas hulka A* voi C. Niiiid
on lihtne induktsiooniga iile topoloogilise jirjestuse niidata p(A*|C,B*) =
p(AT|C), millest saamegi I(A, B|C).

Uldjuhul jaguneb C = Co U C1 U Cy, kus Cy C Nd(A UB) ja C1,C2 C
Te(A U B) (jarglastehulk) ning kéik suunatud teed hulgast A v6i B hulka Cy
labivad C;. Téhistame niitid A" tippude hulka, millest leidub suunatud tee
hulka A véi leidub hulgast A suunatud tee, kusjuures teed ei ldbi hulka C. On
selge, et AT N Bt = () ja AT vanemad kuuluvad kas hulka At voi C. Eelnev
tulemus kindlustab I(A*, B*|Cy).

Vastavalt Cs konstruktsioonile on C5 eellaste hulga piiriks C, seega saab in-
duktsiooniga iile topoloogilise jirjestuse niidata p(Ca2|At, B, Cy, C1) = p(C2|Cy)
ehk I(Cy, AT U BT UCy|Ch). Norgast laiendatavusest I(A1, Cy|Co UCy U BY).

Kui C; on minimaalne vdimalik, siis on iga tipp C; kas AT voi Bt vahetu
naaber. Samas ei saa iikski tipp olla korraga At ja Bt naaber, sest A ja B on
moraalis soltumatud C suhtes. Olgu vastav lahutus C; = C{* UCE, siis on lihtne
ndidata I(A+, Bt UCP|Cy U C{'). See omakorda tihendab I(A*, B*|Cy U Cy)
ning taanduvusest saame (AT, B*|C). O




