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Kokkuvote

Tugivektor-masinad (SVM-support vector machines) on suhteliselt uus
ja véaga tbhus meetod, mida kasutatakse klassifitseerimisel ja regressioonis
ning mis pdhineb klasside lineaarsel eraldamisel. Lineaarselt mitteeraldu-
vad Klassid kujutatakse kdrgema dimensiooniga ruumi ja lineaarne eralda-
mine teostatakse seal. SVM tugevuseks on see, et plitakse leida optimaalne
eraldav hiipertasand, mistdttu nende tulemus on tuntud meetodite omadest
Uks parimaid. Optimaalse tasandi leidmisel minnakse statistilise dppimise
valdkonda. Selles artiklis toome vélja SVM to6pdhimatted ja kirjeldame ka
vajalikku osa statistilisest dppimisteooriast.

1 Sissejuhatus

Uks andmekaevanduse tahtsaid tilesandeid on klassifitseerimine. Andmekaeve (ihe
alamosa, neurovorkude vallas, kasutatakse selleks naiteks mitmekihilisi pertsept-
rone ja RBF vorke. Sinna valda kuuluvad néiteks ka otsustuspuud. Klassifitsee-
rimise all m&tleme protsessi, kus me otsustame elemendi tunnuste jargi, millises-
se klassi ta kuulub. Tavaliselt kasutavad klassifitseerimismeetodid Gigete otsustus-
reeglite leidmiseks naidisandmeid, kus elementidele on juba m&ne muu otsustaja
poolt klass maaratud. Sellist ndidisandmete jargi otsustusreeglite genereerimist
kutsutakse suisteemi treenimiseks. Uks viimase aja lisandusi selliste meetodite
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vallas on tugivektor-masinad (edaspidi SVM - support vector machine). Vaata-
me juhtu, kus meil on tegemist n-dimensionaalses ruumis kahe klassi lineaarse
eraldamisega. Kahe klassi lineaarseks eraldamiseks tekitavab SVM ruumi hlper-
tasandi, millest Gihele poole jadvad Uhe ja teisele poole teise klassi isendid. Erine-
valt paljudest teistest meetoditest ei piirduta sellise tasandi leidmisega, mis koiki
néidiselemente digesti klassifitseerib, vaid puutakse leida optimaalne tasand.

Artikli teises peatiikis l&heme statistilise Gppimise ja optimiseerimismeetodi-
te valda, kus toome vélja Lagrange kordajate meetodi ja nditame, kuidas esialg-
sest probleemist on véimalik tuletada duaalne probleem, mille lahendamine teatud
juhtudel palju efektiivsem on.

Kolmandas peatiikis seletame, milles otsustustasandite optimaalsus seisneb ja
kuidas selleni jouda. Edasi nditame, et SVM-ga saab to6tada ka lineaarselt mit-
te eralduvate klassidega, tuues esmalt sisse veatolerantsi ja hiljem andmeruumi
kdrgdimensionaalsesse ruumi kujutamise, kus eraldamine lihtsam on.

2 Lagrange’i duaalsus

Enne SVM-de juurde jdudmist toome vélja Gihe vajaliku meetodi statistilise 6ppi-
mise vallast. Nimelt piiratud optimiseerimisulesannete lahendamise.

Olgu meil jargmine probleem. Meil on vaja minimiseerida mingi funktsioo-
ni f: RM — R, arvestades piirangutega {h; = 0}, kus h; : RM — R,i =
1,2,..., N. Formaalselt vdime siis selle probleemi kirja panna jargmiselt:

min f(w)

niiet h;(w) =0, i=1,2,..., N,

kus w € R. Ehk siis meil oleks vaja leida selline w, mis kuulub elementide hulka,
mis etteantud piiranguid rahldavad, ning samas ei leidu selles hulgas elemente,
millega f saaks véiksema vaartuse.

Sellist probleemi saab teatud puhkudel lahendada Lagrange’i kordajate mee-
todi abil. Selles meetodis defineeritakse Lagrange’i funktsioon jargmiselt:

L(w. 5) = (w)+ 3 Aihi(w),

kus 3; kutsutakse Lagrange’i muutujateks. Lahenduse saaksime, kui vdtaksime
tuletised nii w ja 3 jargi, seaksime tulemused vordseks 0-ga (ekstreemum) ja la-
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hendaksime vastavad vorrandid
oL _,. oL
ow T 0B
Viime naud probleemi natuke Gldisemale pinnale.

min  f(w)

=0.

niiet h;(w) =0, i=1,2,...,N
gi(w) <0, i=1,2,...,N.
Uldistatud Lagrange’i funktsioon oleks siis
N
L(w,a, ) = ) + Zazgz + Zﬂihi(w)
=1

kus «;; >= 0 on samuti Lagrange’i kordajad.
Vaatame suurust
fp(w) = max L(w,a, ),

o,f0q2>
kus P téhistab, et tegu on peamise probleemiga.
Meil on vaja, et

Op (1) = f(w) kui w rahuldab kaiki piiranguid
P = Y oo muidu

Siit néeme, et minimiseerimisprobleem

m1n9p = min max L(w,q,[)
w  a,B:a; >0

omab sama lahendust kui meie algne probleem.
Tekitame nuld teise ehk duaalse probleemi:

maxey,s:0>0 GD (w)a
kus 6p(w) = min, L(w,a, §).

Kui me nald tdhistame peamise probleemi lahendi P* ja duaalse probleemi lahen-
di D*, siis kasutades teadmist, et max, min, millestki on alati vaiksem v@i vordne
min, max,-ga, ndeme, et:

D* = max min L(w, « <min max L(w,« P,
a,f:a>0 w ( ’B) w  o,f:a;>0 ( ’ﬁ)

Meil oleks vaja leida olukord, kus D* = P*, sest siis vOime me peamise
probleemi lahendamiseks lahendada ka duaalse probleemi.
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Lemmal (Ulo Kaasik & Kivistik 1982)(Nocedal & Wright 1999) Olgu f ja
g; kumerad ja h; afiinne. Kehtigu ka tingimus, et eksisteerib selline w, nii et
gi(w) < 0 Vi. Kui leiduvad sellised «o*, 5*, w*, mis rahuldavadjargmisi Karush-
Kuhn-Tucker tingimusi:

ai}iL(w*,a*,ﬁ*) =0, i=1,...,n
0 L(w*,a*p*) = 0, i=1 [
95, o, , e,
o >0, i=1,...k

g(w*) < 0, i=1,...,k
ajgi(w*) = 0, i=1,...,k

siis on o*, B*, w* on nii primaalse kui ka duaalse probleemi lahenditeks.

Viimast tingimust nimetatakse Lagrange’i duaali taiendavaks tingimuseks. Ta ndi-
tab, et kui «;f > 0, siis g;(w*) = 0. P6hjus, miks on kasulik algne probleem vahe-
tevahel duaalseks probleemiks imber formuleerida, on selles, et uues probleemis
esinevad vabade muutujatena vaid Lagrange kordajad. On mitmeid algoritme sel-
lisel kujul probleemide kiireks lahendamiseks. Naiteks (Vishwanathan, Smola, &
Murty 2003). Jargmistes peatlikkides ndeme, et meid SVM puhul on (lesande
duaalne pustitus veel eriti kasulik.

Statistilise 6ppimise kohta sligavama seletuse saamiseks on soovitav podrduda
(Nocedal & Wright 1999) ja (Ulo Kaasik & Kivistik 1982) poole.

3 Lineaarselt eralduvad klassid

Eelmises peatiikis olevat &ra kasutades véime niitid minna SVM-de Uihe peamise
komponendi, klasse eraldava otsustustasandi genereerimise juurde.

Olgu meil hulk treeningnditeid kahest lineaarselt eraldatavast klassist
{(xi,d;)}Y¥,, kus x; € R on i. sisendndide ruumist R* ja d; € {—1,+1} talle
vastava Kklassi identifikaator. Ruumis R* asuv kahte klassi eraldav tasand , mida
edaspidi nimetame otsustustasandiks on véljendatav vorrandiga

wix+b=0
kus w € R” ja b on konstant. Me vBime seega kirjutada, et
wix+b>0 igad; =+1
wix+b<0 igad;=—1
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Joonis 1: Kahe klassi eraldamine 2-dimensionaalses ruumis. Ringidega on dra ndi-
datud tugivektorid
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Joonis 2: Vdimalikud klasside eraldamised

On ilmne, et kahte lineaarselt eraldatavat klassi voib eraldada 16pmatu arvu ta-
sanditega (vt joonis 2). Kui nditeks mitmekihiliste pertseptronite treenimise puhul
on kdik digesti klassifitseerivad tasandid vordvéaarsed, siis SVM puhul Uritatakse
leida optimaalne tasand. Optimaalseks tasandiks peetakse seda otsustustasandit
kdigist voimalikest, mille puhul on kaugus tasandist lahima naidisvektorini mak-
simiseeritud. Edaspidi nimetame neid néidisvektoreid tugivektoriteks. Intuitiivselt
on eesmérk pdhjendatud. Mida lahemal otsustustasand tugivektoritele on, seda
suurem on oht, et klassis leidub elemente, mis on klasside tegelikule eralduspiiri-
le ldhemal kui treeningnéidetest leitud tugivektorid ja seega v6ivad sattuda leitud
otsustustasandi valele poolele. Eelpoolmainitud tasand minimiseerib seda ohtu.

Mdlema klassi tugivektorid asuvad otsutuspinnaga w{ x + by = 0 paralleelselt
asuvatel tasanditel

H+IW0TX+b0 :+1
H™ :wolx+by=—-1 (1)
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Paneme téhele, et konstantide +1 ja —1 kasutamine on téiesti lubatud, kuna me
vOime alati wqy ja by Umber skaleerida, et sinna just need konstandid saada (Ng
2003).

Optimaalse tasandi leidmisel tuleb meile appi jargmine lemma.

Lemma 2 Optimaalse tasandi leidmine on ekvivalentne ||w|| minimiseerimisega.
Toestus.
Tahistame valemis 1 toodud tasandeid vastavalt H, ja H . Meil on vaja, et
otsustustasand oleks neist mblemast maksimaalselt kaugel. Seega on meie ules-
andeks maksimeerida H, ja H_ vahelist kaugust. Vastavad tasandite kaugused

koordinaatide alugspunkitst on siis d, = % jad_ = 1 Kuna tasandid on
Uksteisega paralleelsed, siis saab leida nendevahelise kauguse
b—1]—1]b+1 2
d:\d+—d,|:” [—lo+1) _ 2 @
[w]| [w]|

Néeme, et tasandite vaheline kaugus Viimane vdrdus naitab meile seda, et
otsustuspinna ja tugivektori vahelise kauguse maksimiseerimine on ekvivalentne
kaaluvektori wy minimiseerimisega. l

Me vdime seega sdnastada oma ulesande jargmiselt:
Kasutades treeningnditeid {(x;, d;) } X, leida vektorile w ja nihkele b sellised
optimaalsed vééartused, mis rahuldavad vorratust

di(wix;+b)>1 Vi=1,2,....N (3)
ja vektor w minimiseerib hinnangufunktsiooni

o(w) = %WTW. (4)

Me v6ime lahendada selle optimiseerimisprobleemi kasutades Lagrange’i kor-
dajate meetodit. Kdigepealt konstrueerime Lagrange’i funktsiooni
1 N
T T
J(W,b,a/) = EW w—;ai [dZ(W X1+b) - ]_] s
Ulesandeks oleks seda funktsiooni minimiseerida w ja b suhtes . Diferentseeri-
mine w ja b jargi annab meile:

0J(w, b, a)

ow =0
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N
1=1

0J(w,b,a) 0
0b B
N
D id; =0 (6)
=1
Kasutades saadud tingimusi esialgse Lagrange’i funktsiooni lihtsustamisel saame,
et
J(w,b,a) = —Ww Zaldw w—bZaZd —I—ZaZ
Kolmas liige vdrduses on valemlst 6 tulenevalt 0. Kasutades valemlt 5 saame,
et
N N N
WTW = Z OéidiWTXi = Z Z aiajdid]—xiij
i=1 i=1 j=1
Saame
1 N N
W b a O!Z — 5 Z Z aiajdidszrxj
i=1 j=1

Nagu néha, soltub uus hlnnangufunktsioon ainult a-st. Veelgi enam, uues
funktsioonis esinevad sisendvektorid skalaarkorrutisena. Selle olulisust ndeme vii-
mases peatiikis. Me saime selle valemi minimiseerides algset funktsiooni w ja b
suhtes. Arvestades tingimust «;; > 0, mis meil on kogu aeg olnud ja tingimust 6
saame duaalse probleemi funktsiooni, mida peame niud maksimiseerida «: suhtes:

N N N

W(O{) = Zai - %ZZaiajdidjxiij

i=1 i=1 j=1
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Lugeja voib kontrollida, et kbik tingimused P* = D* tarvis ja ka KKT tingimused

N
E Oé,d,$z = W
=1

N

Z (679 dz =0
i=1
di(whx; +b) > i=1,...,1
ai(di(wix;+b)—1) = 0 Vi

on téidetud. Nuld vdime siis 16plikult sGnastada oma optimiseerimisulesande:
Leida treeningndidete {(x;,d;)}Y , jaoks Lagrange’i kordajad {c;} ;, mis maksi-
miseerivad funktsiooni
N

1 N N
W(a) = Z oy — 5 Z Z aiajdidjxiij

i=1 i=1 j=1
jarahuldavad tingimusi
1L 3N adi =0
2. 0;>0 Vi=1,2,...,N

Leidnud optimaalsed Lagrange’i kordajad «, v8ime meid huvitava vektori wy
leida valemist

N
wo =) apidix; (7)
i=1

janihke b, vottes arvesse, et KKT tingimuste tdiendava tingimuse pohjal tugivek-
tori korral o;; = 0,
bp=1-— WOTXS,

kus x, on suvaline tugivektor.

4 Otsustustasand lineaarselt mitteeralduvatele klas-
sidele

Liigume edasi raskema tlesande poole, kus klassid pole enam lineaarselt eralda-
tavad. Toome sisse uued mittenegatiivsed muutujad {£}2, ja kirjutame valemi 3
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tmber:
di(wix+b)>1-&, i=1,2,...,N

&; nimetatakse nihkemuutujateks ja nad md6davad punkti kaugust ideaalsest klassi
eralduskohast. Paneme tahele, et &; < 1 puhul jaab punkt kill kahe klasse eraldava
tasandi vahele, kuid Kklassifitseerub siiski Gigesti. Kirjutame ka valemi 4 umber
lineaarselt mitte eralduvate klasside jaoks:

N
1
o(w) = §WTW +C Z &
=1

C on kasutaja poolt valitud konstant, mis méérab &ra, kui tdhtsaks me valesti klas-
sifitseerimise probleemi peame.
Jargides eelmise peatiki tegevusviisi, jduame jéllegi duaalse probleemini:
Leida treeningndidete {(x;,d;)}Y , jaoks Lagrange’i kordajad {c;}2 ,, mis maksi-
miseerivad funktsiooni

N 1 N N -
W(a) = ; @G =3 ;; ciodidxt %
ja rahuldavad tingimusi
1. Zf\il o;d;
20<o<C Vi=1,2,...,N,

kus C on kasutaja poolt valitud positiivne parameeter. Lahendus on jéllegi toodud va-

lemiga
N,
Wo = Z a;d; s,
=1
kus N, on tugivektorite arv. KKT tdiendtingimused on antud juhul
o; [di(w'x; +b)—1+&] =0, i=1,2,...,N (8)

pE=0
Juhul, kui o;; < C, siis & = 0. Seega vottes suvalise sellise punkti ja kasutades
teda valemis 8, saame me leida by.
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5 Tugivektor-masinad

Nidd on meil kdik vajalik tugivektor-masinate (edaspidi SVM) t66pdhimotete
seletamiseks. SVMi t60 kdib kahes etapis:

1. Mittelineaarne sisendvektori kujutamine kdrgdimensionaalsesse
varjatud ruumi.

2. Varjatud ruumis optimaalse tasandi leidmine klasside eraldamiseks.

Esimene punkt taidetakse vastavalt Coveri teoreemile (Cover 1965). See teoreem
vaidab, et multidimensionaalset ruumi, milles asub kaks lineaarselt mitteeralda-
tavat klassi, on vBimalik teisendada kérgema dimensiooniga ruumiks, kus klassid
on suure tdendosusega lineaarselt eraldatavad.

Teises punktis kasutatakse metoodikat, mida me eelmistes peatiikkides kirjel-
dasime.

Olgu meil defineeritud kujutis {¢;(x) } 72, mis sisendruumi m-dimensionaal-
sesse ruumi kujutab. Otsustustasandi vBime siis kirjutada jargmiselt:

ijgoj(x) +b6=0
j=1
Kui me vBtame ¢y (x) = 1 ja wy = b, saame kirjutada

> wjpi(x) =0
j=0

vOi veel lihtsamini
wlp(x) =0

Paneme tahele, et sisendruumist vaadates, ei ole tegu enam tasandiga, vaid
keerukama mittelineaarse otsustuspinnaga, mis vdib hakkama saada ka lineaarselt
mitte eralduvate klassidega. (vt joonis 3). Ndeme ka kohe, et selle edasimineku
eest tuleb meil ka I6ivu maksta. Meil on vaja otsida tasantit kdrgema dimensiooni-
ga ruumis ja pealegi sisendid sinna kbigepealt kujutada, mis kdik lisavad algoritmi
tdomahukust.

Kui me niilid vaatame eelmises peatiikis saadud tulemus, siis v@ime selle tim-
ber kirjutada jargmiselt:
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Joonis 3: Kérgemas dimensioonis eraldav tasand vdib olla algses ruumis mitteli-
neaarne funktsioon

147



Leida treeningnaidete {(x;, d;)}Y¥, jaoks Lagrange’i kordajad {c;}2 |, mis
maksimiseerivad funktsiooni
N 1 N N
W(a) = Z %= Z Z ajojdid;i K (i, %)
=1 i=1 j=1
jarahuldavad vorratusi

1. }:ﬁﬂcwdi

22.0>0;>C Vi=1,2,...,N,
kus C on kasutaja poolt valitud positiivne parameeter ja
K (xi,x5) = o7 (x:)p(x5) = 2ot r(%i) 9 (%5).

K (x;,x;) nimetatakse tuumaks (kernel voi inner product kernel). Tuumal on
tugivektor-masinate juures tdita oluline osa just toémahukuse vahendamises. Kui
meil Gnnestub leida funktsioon K(x1,x2), Mis on mingi ¢ vastavaks tuumaks,
siis saame me optimiseerimisel kasutada otse K-d ilma otseselt ©-d ja seega
ka kdrgema dimensiooniga ruumi arvesse votmata. Sellist meetodit nimetatakse
tuumatrikiks (kernel trick). UhesGnaga saame me opereerida kdrgdimensionaal-
ses ruumis ilma arvutusi sinna ruumi otseselt viimata.

Vétame nditeks laialt levinud tuuma K (x;, x;) = (x! x; + ¢)P. V8tame p = 2.
Sellisel juhul

K(x,y)=(y"x+c)’ = Z (i, 75) (43> y;) + Z(\/fcxi)(\/fcyi) +¢’

n = 3 puhul oleks kujutis jargmine

11
T1T9
123
Ty
MY W)
Tal3
p(x) = | 371
T3T2
T3T3
\/§E$1
\/§E$2
\/§E$3
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Paneme tahele, et samal ajal kui kujutise arvutamise ajaline keerukus on O(N?),
siis tuuma K leidmine on vaid O(N). Veel enam, p kasvades tduseb ka kujutise
loomise ajaline keerukus, samas kui tuuma leidmine jaab alati lineaarseks.

Kuidas siis kindlaks teha, kas mingi funktsioon sobib tuumaks? Selles osas
tuleb appi Merceri teoreem (Mercer 1909). Enne teoreemi enda juurde jdudmist
defineerime tuuma maatriksi. Olgu meil mingi kindel 16plik punktide hulk
{z® ... 2™}, Tuuma maatriks K on m x m maatriks, mille (i, j) element on
K (z®,2)). Linhtsustatult iitleb Merceri teoreem:

Olgu meil fuktsioon K : R x R* — R. Selleks, et K oleks sobiv tuum, on
tarvilik ja piisav, et iga punktihulga {z(), ... (™)} puhul on talle vastav tuuma maatriks
simmeetriline ja pool-positiivselt méaratud.

Teine tihedat kasutust leidev tuumfunktsioon on RBF narvivorkudes kasutatav

1
K(aa) = exp (=l 1)

Hetkeprobleemiks on see, et kasutuskdlblikke ja erikujulisi tuumasid, mis se-
ga Merceri teoreemile vastaks, pole palju. On arusaadav, et erinevad teisendused
kdrgdimensionaalsesse ruumi voivad tuua erinevaid tulemusi. Seega eeldab tuuma
valimine teatavat informatsiooni valdamist sisendandmete kohta, mida meil alati
ei tarvitse kaeparast olla. Universaalse lahenduse leidmine, mis ise valiks pari-
ma teisenduse, ja uldse selle olemasolu tdestamine vdi imberlikkamine on hetkel
lahtised kiisimused.

6 Kokkuvote

Oleme toonud luhitlevaate populaarse andmekaevanduse algoritmi SVM kohta
vaadates teda klassifitseerimisprobleemide vaatenurgast. SVM-de kaks peamist
trumpi on:

e Suvalise sobiva klasside eraldustasandi asemel optimaalse leidmine, mis péa-
risandmete korral vagagi suurt tdpsuse kasvu voib pdhjustada.

e Voimalus kérgdimensionaalsesse ruumi dleminekul hoiduda arvutusrasku-
se liiga jarsust kasvust.

Toost jaeti valja duaalse probleemi lahendamise algoritm. Sellele probleemile on
valja pakutud palju lahendusi. Lugeja v8ib naiteks tutvuda to66ga (Vishwanathan,
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Smola, & Murty 2003). Samal pdhjusel ei toodud ka valja konkreetset ndidet, ku-
na see oleks ndudnud samuti mingi optimiseerimisalgoritmi kasutamist ja selle
tutvustamist. Vastavaid nditeid voib leida materjalidest (Haykin 1999) ja (Hastie,
Tibshirani, & Friedman 2001). Kasutades mitmeid SVM-e jarjestikku on v8ima-
lik ka Ule kahe Klassilisi probleeme lahendada. SVM-d leiavad kasutust ka mitte-
lineaarse regressiooni Ulesannetes (Hastie, Tibshirani, & Friedman 2001).

Huvitava ja lahendamata probleemina voiks ara markida selle, et puudub kri-
teerium otsustamaks, milline tuum kdige paremini sisendruumi teisendama so-
biks. Eriti siis, kui puudub informatsioon sisendruumi struktuuri kohta. Problee-
miks on ka to6tavate tuumade vahesus ja fakt, et iga tuum ja seega teisendus kor-
gema dimensiooniga ruumi on moeldud tddtama suhteliselt kindla sisendruumi
struktuuri jaoks ja seega ei pruugi teisendus alati oodatud efekti and vdi laheb
vaja liiga suurt dimensiooni tdstmist.
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