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Kokkuvote

EM-algoritm on iildine meetod leidmaks toendosusjaotuse para-
meetrite suurima toepédra hinnaguid etteantud ebatéieliku voi puudu-
vate vadrtustega andmehulga pohjal.

Artikli eesmérgiks on anda {ilevaade EM-algoritmi t66pohiméote-
test. Ara on toodud olulisemad definitsioonid ja meetodi kirjeldus neist
ldhtuvalt. Lisaks on algoritmi t66d kirjeldatud lihtsate néidete abil.
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1. Sissejuhatus

Oletame, et meil on olemas andmed mingitest parameetritest soltuva toe-
ndosusjaotusega kirjeldatavast iildkogumist. Tundmatute jaotusparameetrite
hindamine reaalsete andmete alusel voib olla vigagi keerukas ja t66mahukas
protsess. Uks voimalikke variante on leida parameetrite suurima tdepéra hin-
nangud EM-algoritmi abil *.

EM meetodit voib vaadelda kui iildist iteratiivset optimeerimise algoritmi
toeparafunktsiooni maksimumi leidmiseks etteantud puuduvate andmetega
toendosusliku mudeli pohjal.

Algoritmi sissejuhatava sammuna antakse ette parameetrite alglahendid.
Nendele vastavalt leitakse esimese, n6 E-sammuna (E = ezpectation), ooda-
tav lisainformatsioon. Viimase alusel arvutatakse hinnatavate parameetrite
suurima toepdra hinnangud (nn M-samm, M = mazimization). Saadud hin-
nangutega péordutakse tagasi E-sammu juurde ja nii edasi.

Kiesolev iilevaade on iiles ehitatud jargmiselt: osa 2 sisaldab suurima
toepara meetodi definitsiooni; algoritmi olemus on kirjeldatud 3. osas; 4. osa
seletab EM-algoritmi miindi viskamise néitel; osa 5. tutvustab EM-algoritmi
kasutamist segumudelite parameetrite hindamisel; algoritmi norgad kiiljed
on esitatud osas 6; osa 7 on iilevaate kokkuvotteks.

2. Suurima toepira meetod

Suurima toepéra meetod (mazimum-likelihood, ML) on laialt kasutatav mee-
tod parameetrite hindamiseks. Olgu antud

e mudel X = {X7,..., X, }, kus iga X; on juhuslik muutuja (iiksik vaar-
tus voi vddrtuste vektor),

!Termin EM esitatakse esmakordselt artiklis (Dempster, Laird, & Rubin 1977), kus on
dra toodud tdestused algoritmi kiitumise pohiliste tulemuste kohta (muu hulgas ka tule-
mus, et logaritmilise téepéarafunktsiooni vairtus iteratsiooni- protsessi kiigus ei kahane)
ning suur arv algoritmi rakendusi.

Tegelikult tekkis EM-algoritmi idee palju varem, nimetatud artikkel kujutab enesest
lihtsalt varasemate t66de tulemuste iildistamist ja tdiendamist. Selliste varasemate t66-
de autorite hulgas on Baum jt (Baum et al. 1970), kes kirjutasid viga kompaktse ning
Dempsteriga samadel pohimotetel baseeruva artikli, kuid nende artikkel ei saanud nii tun-
tuks, nagu Dempsteri oma seitse aastat hiljem. Suurt tdhelepanu vaérib ka Sundbergi t66
(Sundberg 1972). Sundberg formuleeris EM-algoritmi alused baseeruvana eksponentsiaal-
sete jaotuste perest périnevail andmetel ja illustreeris oma tulemusi mitmete niidetega.
Tema t60s aga puudus selgesonaline tulemus toepédrafunktsioonidel pohineva lidhenemise
monotoonsuse kohta, mis oli tGestatud niiteks Baumi artiklis (Meng & van Dyk 1997).
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e parameetrite vektor 6, mille abil on voimalik defineerida andmete toepd-
rafunktsioon P(X | #). On voimalik ka defineerida logaritmiline téepira

L(X|6)=InP(X|0)

Kuna tavaliselt X;-d on solumatud ja sama jaotusega, voime kirjutada

L(X|0) = ZlnPX|9

Kui 2 on parameeterruum, siis parameetrite  suurima toepéra hinnang 6,,;,
on defineeritud seosega:

eML = IglEaQX[,(X ‘ 9)

Niide Oletame, et viskame miinti 6 korda, ning X; = 1, kui saame kulli, ja
X; = 0, kui tulemuseks on kiri. Olgu meie katse tulemus z = {1,0,0,0,1,0}.
Ja oletame, et toendosus saada juhuslikul miindiviskel tulemuseks kull on p
ning toendosus saada kiri on 1 — p; seega, # = {p}. Siis

LIX==z|0)= ZlnP i =i | p)

= 21np + 4In(1 — p)

Logaritmilist toeparafunktsiooni £(#) maksimiseeriva parameetri  vidrtuse
leidmiseks vordsustame L£(f) parameetri @ jargi leitud tuletise 0-ga:

LX=z]0) 2 4
dp p 1-p

Lahendades viimase vorduse p suhtes, saame p = %, mis on intuitiivseks

hinnanguks p jaoks ehk kullide proportsiooniks meie niites.

3. EM-algoritm

Selle peatiiki sisu pohineb M.Beali (Beal 2003) t66L.
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Probleemi pistitus

EM-algoritm on {isna tdhelepanuviirne algoritm puuduvate andmetega iiles-
annete lahendamiseks toepéra kontekstis.

Vaatleme mudelit varjatud (vaatlusandmed puuduvad) muutujatega X
ning teadaolevate muutujatega Y. Parameetrite vektor, mis kirjeldab muu-
tujate vahelisi (potentsiaalseid) stohhastilisi s6ltuvusi, on esitatud 6 abil.

Olgu antud mudel, mille alusel on produtseeritud n soltumatust ja sama
jaotustega elemendist koosnev andmehulk Y = {Y7,...,Y¥,} ja nn varjatud
muutujate hulk X = {X,..., X, }. Kirjeldagu meie mudeli toeparafunkt-
sioon:

n

Py |0)=[[P0710) =] [ Pexx: [0)ax

=1

Integreerimine iile varjatud muutujate X; on vajalik moodustamaks iiksnes
vaadeldud andmetest Y; soltuvat toepdrafunktsiooni. Seejuures eeldame iild-
sust kitsendamata, et varjatud muutujad on pidevad.

Suurima toepara meetodi rakendamisel piiiiatakse leida selliseid para-
meetreid 6,7, mille korral téeparafunktsiooni vadrtus on maksimaalne. Pii-
sab, kui vaatleme logaritmilist toeparafunktsiooni, sest see saavutab maksi-
mumi samal parameetri viartusel.

L£(0) =InP(Y | 0) :lnzn:P(Y; | 6) :Xn:ln/P(Xi,Y; 1 6) dX,

Lihtsama iileskirjutuse huvides mirgime logaritmilist toepara £ kui ainult
parameetritest 6-st soltuva funktsiooni (s6ltuvus Y-st on siin kaasa arvatud).

Meie iilesanne on kahekordselt raske — nii parameetrid # kui ka varjatud
andmed X on teadmata. £(f) maksimiseerimise probleem 6 jérgi lihtsustub
tuues sisse varjatud muutujate toendosusjaotuse. Iga juhuslike suuruste X;
toendosusjaotuse fikseerimine toob kaasa L(f) voimalike vddrtuste alumise
piiri tousu. Seades igale elemendile Y; vastavusse toendosusjaotuse gx, (X;),
saame logaritmilise toeparafunktsiooni esitada kujul:
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L(6) = Zln/P(Xi,Yi | 0) dX;

_ N VPG Y 0)
=>1 / ax; (X) T (X) dX;

> Z/qu (X;) In %d& (1)

= 30 f a5 () 0 P(X, i [ 0) 4%~ [ 4, (X)) gy, () 4y

= F(ax, (X0), .- ax,(Xa), 6) = Flax, (X:), 6)

Vorratus toodud vorduste ahelas on tingitud logaritmfunktsiooni kume-
rusest (Jenseni vorratus ?). Mérgistus gx (X) tihistab hulka {gx, (X;)}",. Et-
teantud toendosusjaotuste gy, (X;) ja parameetri 6 funktsioon F(gx,(X;), 0)
on L£(#) alumiseks piiriks.

EM-algoritmi olemus

EM algorim koosneb kahest sammust. E-sammul leitakse varjatud muutuja-
te aposterioorne téendosusjaotus fikseeritud parameetrite 6 (ja andmete Y))
korral maksimeerides F(gx (X), 6) iga ¢x, (X;) suhtes. M-sammul maksimee-
ritakse F(gx (X), ) vadrtuse 0 suhtes kasutades eelneval E-sammul hinnatud
toendosusjaotusi gx, (X;). Kasutades iilaindeksit (¢) iteratsiooni numbri téhis-
tamiseks (ning alustades suvaliste algparameetritega 6(°)), saab iilaltoodud
mottekiigu esitada kujul:

E samm: qgﬂ) — max F(gx(X),09),Vi e {1,...,n}
‘ ax;

2

M samm: 90+ m;;xx]—"(qgﬂ)(X), 6)

2(Jensen’s Inequality, 1906): olgu f pidev reaalviirtustega funktsioon intervallil 7. Kui
T1,%2,...,Tn € I, siis

o XF@) < £(22i) kyi f on nogus,

o D) > f(¥) kui f on kumer,

o XS — (220 giig ja ainult siis, kui 21 = 25 = --- = 2,
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Osutub, et E-sammul leitava piiri (1) maksimum iile ¢x,(X;) avaldub
vordusena:

¢ = P(X, | Y;,09), 4, 2)

mille puhul vorratus (1) asendub vordusega. Seda saab toestada valemi (2)
otsese asendamisega vordusse (1):

P(X;,Y; | 69)
Flg™(x),00) =" / ax, (%) In =Gy = dX
i dx, ( z)

P(X; | Y;, 00

P(Y; | 69) P(X; | Y;,00)
= P(X; | Y;,00)1 : Ll dX;
;/( ) e e R 1Y, 60)

AN 0
:Z/P(Xz’ | Y;, 600) lnP(Xz;Y; | 0 ); dX;

=Y [ P 69) 1 P(Y; | 00) d,

= InP(Y; | 6Y) / P(X;|Y;,0Y)dX;

= InP(Y; | 69) = £(6")

kus viimase rea saame ténu sellele, et In P(Y; | 6) ei ole X-i funktsioon.
Seega ei saa toepdrafunktsiooni viaartus EM-algoritmi rakendamise kiigus
véheneda.

M sammul leitakse maksimum avaldise (1) osatuletise (parameetrite 6
jargi) nulliga vordsustamise teel, kuna ¢x ei soltu 6-st.

M samm: 0+ meaXZ/P(Xi | Y;,09) In P(X;,Y; | 0) dX;

EM-algoritm on skemaatiliselt esitatud joonisel 1.
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new log likelihood
U InP(v|6(H1))

E step makes the new lower [bound

lower bound tight k5 F(q)((t+1 )(X), 9(t+1))
log likelihood (1)
——— LLP(Y |0 —— 0 P(Y]O)) ] ___ S

= FE@,00y T

lower bound

./":(qgi )(X)' 9(7)) cemmonheremm

E step M step

Joonis 1: EM-algoritmi skemaatiline esitlus

4. EM-algoritmi t66 demonstreerimine miin-
di viskamise naitel

Niide on votnud M.Collinsi (Collins 1997) t66st.

Algandmed

Vaatleme miindi viskamise katseseeriat. Olgu inimesel taskus kaks miinti, ol-
gu kulli saamise toendosus esimese miindi korral p; ja teise miindi korral ps.
Mingil hetkel valitakse esimene miint toendosusega A voi teine miint toendo-
susega 1 — A ning valitud miinti visatakse kolm korda. Saadakse miindivis-
ke tulemuste kolmikute jada Y = ((HHH),(T'TT),(HHH),(TTT)) (H -
kull, 7" — kiri). Juhul, kui me voiksime vaadata taielikke andmeid X, siis me
nieksime ka miinti, mis oli valitud igal sammul: X = ((HHH,1),(TTT,?2),
(HHH,1),(TTT,2)).

Analututiline osa

Oletame, et X on varjatud. Siis EM sammud on jérgmised:
e E samm. Defineerime p; = P(X; = (V;,1) | #) — tGendosus, et vaadel-
davate andmete ja antud parameetrite vaartuste korral valiti esimene

miint. Kui P.(Y; | p) on katse tulemuse Y; tdendosus ilmumise téenéo-
susega p, siis
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P(Y; [ 0) = AP.(Yi [ p1) + (1 = A) Pe(Yi | p2),
o~ )\PC(Y; |p1)
QXZ-(XZ') =Di= W

_ )‘PC(Yi | p1)

Tahistagu p; aposterioorset toendosust, et i-s katsetulemus on saadud
esimese miindi viskamise tulemusel. Defineerime H; kui kullide arvu
juhuslikus suuruses Y;, siis

Po(Yi | p) = (fl) pHi(1 — p)3—Hi

Kuna binoomiaalkoefitsient ei mojuta toepiara maksimiseerivaid para-
meetreid 6/ = {X,p},ph}, kasutame edaspidi avaldist pfi(1 — p)3~#i.
Katsetulemused on soltumatud ja sama jaotusega, seega voime kirju-
tada:

£(0) =Y (B NP | #1) + (1= ) In(1 = X)P.(Y; | 1))
= (B I Np (1 = p})> 4 (1= i) In(1 = X)phfi (1 — ph)*="")
=Y (BIn N + (1= pi) In(1 = X) + pi Inp"i (1 — pp)* i+

(1= 5:) Inpy™ (1 — ph)* )
— Z(@ In X + (1 —p;)In(1 — X)) + p;(H; In p/,+

(3 = Hi)In(1 —py)) + (1 — i) (Hi Inp, + (3 — Hi) In(1 - p3)))
= (B:(In N + HiInp, + (3 — H;) In(1 - p}))+

(1—=p;)(In(1 = X') 4+ H;Inpy + (3 — H;) In(1 — p})))
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e M samm. Kuna meil on viga lihtne juht, voime analiiiitiliselt leida
toepdrafunktsiooni vidrtust maksimeerivad parameetrite hinnangud.
Funktsiooni maksimiseerimine (vordsustades vastavalt X', p}, pl, jargi
leitud osatuletised nulliga) annab jirgmiseid valemid:

2P

n

N =

]

2P

Pi

y_ L8O -5)
2(1 - pz’)

P =

(]

Saadud valemitel on ilus intuitiivne interpretatsioon:

e )\ on keskmine aposterioorne toendosus selleks, et i-s katsetulemus on
saadud esimese miindi viskamisel,

e p; on tavaliste suurima toepira hinnangute % kaalutud keskmine iile
katsetulemuste Y;, kus kaal on vastavuses p;-ga,

e py on kaalutud keskmine iile katsetulemuste, kus kaal on vastavuses
1 — pi-ga.

Praktiline osa

Kasutades iilaltoodud arutelu tulemusi on lihtne kirjutada programm, mis
demonstreeriks EM-i t66d antud iilesande jaoks. Ulevaate autori teostus oli
jargmine:
e kasutaja kiest kiisitatakse (joonis 2) andmeid miindiviske katsete tule-
muste kohta (observed data), kummagi miindi kulli saamise lahtetoe-

nédosusi (p1, p2) ning esimese miindi valiku algtéenéosust (lambda i.e.
A

e peale algoritmi kidivitamist, arvutatakse igal iteratsiooni sammul para-
meetrite hinnangud ning kujutatakse toenédosuste p; ja po hinnangute
muutusi graafiliselt (joonis 3). Programmis kasutatakse ainult 10 ite-
ratsiooni sammu. Tabel 1 illustreerib parameetrite vaértusi iga iterat-
sioonil.

Joonistel 2, 3 ja tabelis 1 toodud andmed ldhtuvad algtingimustest p; =
0,3, po = 0,6 ja A = 0,3. Nendest ndhtub algoritmi koonduvuskiirus para-
meetrite pl, p2 ja A hinnangute leidmisel antud iilesande tingimusel.
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File Help

we obse

pocket.

file:
prof b blty1 ai mbd

Observed data:

pl

i airtosses which we assul
besn gemerated in the followmg way: a person has two coing in hiz

Cown1 has probab\llly of heads = p1, coin 2 hag prubab\hly p2
int = scum'\vwhp obability lambda,

= it 3 times.

e b

[hhiitt Rkt

]

T |
pz: BE

Jambda (0.3

Joonis 2: Programmi
ekraanivorm parameetrite
algviartuste sisestamiseks

EM lterations @

lambda = 05 ~
o0 ~op
p2=1
b0 =0 1
i
plzl =
il =1 o :
1 iterat

- Iteration #10 —
lambda = 0.5
pl=0 p2
p2=1
pl]=0
pl1]=1 1] /"__
pl2]=0
I13[3] =1

= T

& v iterati

Joonis 3: EM simulatsiooni
resultaadid ette antud miindiviske
tulemuste Y =
((HHH),(TTT),(HHH),(TTT))
korral. Vasakul on parameetrite
vaartused, paremal - parameetrite
pl ja p2 koonduvuste graafikud

Iteration| A | po | po | B | B | P2 | s
1 0.3 0.3 0.6 | 0.0508 |06966| 00508 |0,6966
2 0.3737 | 0,0680 | 0.7578 | 0,0004 |0,0714 | 0,0004 | 0,9714
3 0,4859 | 0,0004 | 0,9722 | 8,99E-11 | 0,9999 | 8,99E-11 | 0,9999
4 0,4999 | 8,99E-11 | 0,9999 | 7,28E-31 | 0,9999 | 7,28E-31 | 0,9999
5 0,4999 | 7,28E-31 | 0,9999 | 3,86E-91 1 3,86E-91 1
6 05 [386E901| 1 |578272| 1 [5768272] 1
7 05 |57B272| 1 0 1 0 1
8 0.5 0 1 0 1 0 1
9 0,5 0 1 0 1 0 1
10 0,5 0 1 0 1 0 1

Tabel 1: Parameetrite hinnangud igal EM-algoritmi sammul miindiviske

tulemuste Y =
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5. EM segujaotuste parameetrite hindamisel

Uheks tuntumaks EM-algoritmi rakenduseks on selle kasutamine jaotuste
segude analiiiisil (vt. néiteks rakendusi ithemo6otmeliste normaal- ja Poissoni
jaotusega mudelite tarvis - (Hand, Mannila, & Smyth 2001)).

Segujaotuste puhul ei tea me ei iiksikute segusse kuuluvate jaotuste para-
meetrid ega ka andmepunktide péritolu (millisesse gruppi, ehk siis millisesse
jaotusesse, andmepunkt kuulub). Sellise kaheastmelise probleemi lahenda-
mine on oma olemuselt vastavuses EM-algoritmiga — me saame anda igale
andmepunktile algtoendosuse kuuluda mingisse gruppi (olla périt mingist jao-
tusest), hinnata seejéirel oma andmete ja etteantud toendosuste alusel segusse
oletatavalt kuuluvate jaotuste parameetrid ning piiiida viimastele tuginedes
médrata uuesti vaatluspunktide kuuluvus. Nii jatkates (hinnates kordaméoda
vaatluspunktide mingisse jaotuse kuulumise toendosusi ning nende jaotuste
parameetreid) saame viimaks EM hinnangud segujaotuse parameetritele.

Joonistel 4 ja 5 on illustreeritud EM-algoritmi rakendust Gaussi segumu-
deli korral Akaho ja Micheli loodud apletti abil (Akaho & Michel ):

Mean Llhn

ey 2N g
&-Q‘..' ‘@’.‘V.
e
\ £

¥ A >
N ‘/

A

J
. 7/
‘K‘i‘\"\_{ A

% .
[Gausshic | RingPts | RandomPts | ClearPts | nitkemels | [l ~| [Emswop  ~) [Gausshix +|| RingPts | RandomPis | ClearPts | initemels | {5 -] [EINEINE ~|
Joonis 4: Algandmed Joonis 5: EM simulatsiooni tulemused

Geneetikas kasutatakse kirjeldatud algoritmi néiteks kompleksses segre-
gatsioonanaliiiisis, kus piititakse uuritava tunnuse fenotiiiibijaotust lihenda-
da erinevatele genotiilipidele vastavate jaotuste seguga (Kaart 2002).
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6. EM-algoritmi norgad kiiljed

Reaalse algoritmi rakendamiseks on vaja valida algviédrtused (néiteks, valida
juhuslikult kas ¢ voi 6) ja meetodi koondumiskriteerium (néiteks, fikseeri-
da iihe vaartuse, ¢, # voi L£(#), jaoks maksimaalne lubatav erinevus kahel
jarjestikusel iteratsioonisammul leitud hinnangute vahel).

EM meetod on tundlik algtingimuste suhtes (vaata joonist 6), seepérast
voivad algtingimuste erinevad valikud viia erinevate lokaalsete maksimumide
juurde. Seetottu tuleks praktikas kidivitada EM-algoritm erinevate algvaar-
tuste komplektidega (ning valida pérast suurimale toepérale vastavad para-
meetrite vidrtused) (Hand, Mannila, & Smyth 2001).

EM lterations @ EM Iterations @

larmbda = 0,3 Ao lambda = 0,359205411237832 &
p1 = 0,500000000000039 p1 =0,89719379257145
p = 0,499333939999383 p2 = 0,.2772668180791839
(0] = 0.200000000000071 1 p[0] = 0.95000591683 228 17
p[1] = 0.2993539933333323 ™, p[1] = 0.001611153962333634 N, g
(2] = 0.300000000000071 pl2] = 0,95000551583 228
pl3] = 0.2933539933333323 g p[3] = 0.001611153962333634 il

1 iterations 1 ikerat
— Iteration #10 — -~ Iteration #10 -
lambda = 0,3 lambda = 0.475808487730282
p1 = 0,500000000000118 p2 p1 = 0,99230692424 4855 p2
p2 = 0.49933399993395 p2 = 004766634551 37686
(0] = 0.200000000000212 p[0] = 0,999879936245549
p[1] = 0.293339333333763 11 pl1] = 5.10072730357401E-3 1]
p(2] = 0.300000000000212 P — p[2] = 0,999679936245543
p[3] = 0.2933539993339763 p[3] = 5.10072730357401E-9

T - T

» U i iterations v a 1 iterations

Joonis 6: Soltuvus algtingimuste viartustest.
Miindiviske tulemused on

Y =(HHH),(TTT),(HHH),(TTT)).
Vasakul parameetrite kombinatsioon
A=0,3,pl1=0,7 p2=0,7; paremal
A=0,3, p1 =0,7001, p2 =0,7.

EM-algoritmi arvutuslik keerukus soltub lihendamiseks vajalike iterat-
sioonide arvust ning E- ja M-sammude keerukusest (mis omakorda séltuvad
andmete mudelist).

EM-algoritmi kiirendamiseks on vilja pakutud palju meetodeid (Jamshi-
dian & Jennrich 1997), mis on tihti edukad koonduvuse mottes, aga samas
palju keerulisemad kui EM-algoritm ning raskemini lahendatavad. Seetottu
ei ole nad saanud praktikas nii populaarseks.

7. Kokkuvotte

EM-algoritm on lihtsalt realiseeritav vahend suurima toepdra hinnangute
leidmiseks iilesannetes, kus andmed on ebatéiielikud.
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Meetod alustab oma t60d ette antud algparameetritega ning muudab neid
iteratiivselt vaadeldavate andmete toepéira suurendamiseks.

Ulevaade tutvustas lugejat algoritmi loomusega, toestas selle stabiilse
koondumise igal iteratsiooni sammul ning toi lihtsad niited selle t66 de-
monstreerimiseks.
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